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SSorüJori 



®aS t)orftcgcttbc Süd^lcin bietet bie ©runbBegriffe unb ^awj^U 
fci^c ber Snfinitejtmalred^nung in einer gorm , bie ungefäl^r ben 
mobemen 9lnfd^auungen entfprid^t. 6S ift überall ber SSerfud^ ge^ 
ntad^t^ fo ftreng n)ie möglid^ ju fein^ ol^ne bod^ burd^ ju tiefet (Sin- 
gelten auf aQe ®(i^n)ierig!eiten ben Sefer abjufd^reden. @ine DöKig 
ftrenge Segrünbung ber S^^fi^^itejimalred^nung ift nur nad^ Ilarer 
geftlegung beä 3<^'&I^C9i^ip möglid^. ®ine fold^e l^ätte aber in ben 
9lal^men biefer @d^rift nid^t l^ineingepa^t. 2!)egl^alb rourbe baoon 
abgefel^en. 

Der SSerfajfer l^offt, ba^ jeber ©ebilbete an^ biefem Keinen 
Sud^ einen Segriff von bem SBefen ber S^finitefimalred^nung ge* 
roinnen lann, unb ba^ inSbefonberc aud^ ber matl^ematifd^e ©tubent 
9lu|en baraud jiel^en n)irb. 

Sonn, ©eptember 1907. 
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(Srfteg ^apittl 

@ine SSeränberlid^e ift eine ®rö^e^ bie Derfd^iebene 38erte 
annimmt eine Jtonftante bagegen eine ©rö^e^ bie i^ren äBert 
nid^t änbett. ©o ftnb j. 8. ®rö^e unb (Seroid^t eineä ^eran» 
iDac^fenben 9Renfd^en 3Seränberlic^e, SKeter unb Äilogramm, mit 
benen mir jene meffcn, Äonftanten. Sluc^ bie feit einem be^ 
ftimmten ßeitpunlt cerfloffene Qtit ift eine 3SeränberIic^e, roäl^renb 
bie ©elunbc, mit ber mir jte meffen, eine Äonftante ift. 

®er tJunItionSbegriff ift ber mid^tigfte Segriff ber l^ö^eren 
^atl^ematil. ^n ber Sldgemein^eit, mie mir i^n je^t erflären 
merben, l^at il^n jum erften 5Dlal S)irid^let eingeführt (1837). 

y ^ei^t eine JJunItion von i^menn_iU_Lebem SBert 

SBeric^tiflungen. 

Seite 88, geile 12 u. 13 t)on unten: ,,ouffteigenbe" fkatt 
„abftcigenbe" unb umgele^rt. 
„ 63, leftte Sormel: (cot x)' fkatl (cos «)'. 
„ 68, Seile 13 öon unten: x + h ^att a + h. 
„ 69, 8eüe 10: (0 <«• < 1) ju ftretc^en. 
',, 61, 8eüe 14: „bie" jtatt „ben". 
„ 69, Seite 12: a^xl'^ flatt a^x^, 
„ 99, Seile 12: a,«* fkatt a,«. 
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©rfteg Rapittl 
Jmtkümitn^ ®r:ettjto:eri:e, "Bitüitn. 

Sine SSeränbcrlicöc ift eine ®r8^e, bie t)erfd^icbenc SlBertc 
annimmt^ eine jtonftante bagegen eine ©rö^e^ bie i^ren äBert 
nid^t änbert. ©o finb §. 8. ®rö^e unb ©eroic^t eine« ^eran« 
töad^fenben 5Kenfc^en SSeränberlid^e, SDleter unb Äilogramm, mit 
benen wir jene mejfen, Äonftanten. Sluc^ bie feit einem be^ 
ftimmten ßeitpunft ocrfloffene 3^it ift eine SBetänberlid^e, roäl^renb 
bie ©efunbe, mit ber mir fie meffen, eine Äon[tante ift. 

3)er ^unltionSbegriff ift ber mid^tigfte begriff bet l^ö^eren 
SRotl^ematil. ^n ber älUgemein^eit, mie mir i^n je^t erflären 
merben, ^at il^n jum erften 3Ral ^xxxä)let eingeführt (1837). 

y l^ei^t eine Munition t)on x, menn ju jjebem SBert 
Don X ein äBert üon y gel^ört. SSejeid^nen mir }. S3. mit x 
bad genaue Se6enSaIter eined ^enfd^en, mit y bie ®rö^e (ober 
bad ©emid^t) biefed ^enfc^en im ^Iter x, fo gel^ört offenbar ju 
jebem 3Bert oon x ein äBert oon y, ®r5^e unb ©emic^t eines 
aWenfc^en fmb alfo Munitionen feine« Sllter«. 

ätnbere Seifpiele für gunftionen finb fofgenbe: 

Oberfläche unb ^n^aü einer Jtuge( finb Munitionen il^red 
Stabiud. 

3)ie @nbgefd^minbigleit eines faQenben Jlörperd ift eine Munition 

ber M^Q^S^^* 

^aS äSoIumen einer ©admenge ift (bei gegebener ^^empe« 
ratur) eine Munition beä 3)rucf8. 

äßir empfehlen bem Sefer, meitere Seifpiele für Mu"^*w>"^^ 
a\x^ ©eometrie^ $^9ftl unb S^emie felbft ^eraudjufud^en^ um fid^ 
baburd^ ben Munitiondbegriff mögUd^ft tiar ju mad^en. 

KSttt® 197: ttotoaletoiti. dnfinitefimalred^nung. 1 



2 I gunftioncn, Otcnjtocrtc, 9lci^cn. 

SBenn y eine Munition tjon x ift, fo nennt man x.\At 
una6l^ängige^ ^ bie abhängige SSerönberlic^e. 

Um audjubrüden^ ba^ y eine t^nltion t)on o; ift^ fd^eibt man 

y =- /*(ic) (Sic«: „y gleid^ /* t)on a/'.) 

$at man gleid^jeitig Derfd^iebene t^unltionen }u betrad^ten^ 
fo menbet man bie Sejeid^nungen f{x), g{x), h{x), . , , ober 

9(^)/ z(^)/ 'V^C^)/ • • • <^"- ®^ werben faft aUe Sud^ftaben 
(gro|e unb Keine) }ur Sejeid^nung oon Munitionen benu^t. 

z l^ei^t eine Munition oon x unb y, wenn ju jebem 
SBertj'pftem x, y ein SBert oon z gehört. 5Kan nennt x 
unb y bie unabE)öngigen S^eränberlid^en, z bie abl^ängige 
SSeränberlid^e unb fd^reibt 

^ == /*(«?, y) . 

©inb neben f{x, y) nod& anbere Munitionen oon x unb y ju 
betrad^tcn, fo nimmt man bei il^ncn ftatt f anbere Sud^ftaben. 

Seiffitele für Munitionen wn imex äSeräntietUci^ett« 

3)er ^ni)alt eineä Sled^tedö ift eine ^wnltion ber beiben ©eiten. 
3)a8 SBolumen einer ©aSmenge ift eine Munition oon S)rucl unb 
2^emperatur. 2)er Sefer miJge felbft weitere Seifpiele bilben. 

3n burd^auö entfpred^enber SSBcife befiniert man Munitionen 
oon brei, oicr, fünf, . . . SSeränberlid^en. 

§ 4. (6tnmtixxfift HnxpUmxs i^tx Jn^kn, ^Bü^ltn^üüxt 

null 3d^kntnpd. 

©eäcarteS l^at in feiner „Geometrie" (1637) geleiert, wie 
man bie Qa^tn burd^ bie fünfte einer ®eraben, bie gal^Ienpaare*) 
burd^ bie 5ßunlte ber @bene, bie 3öl^IentripeI*) burd^ bie ^ßunlte 
beä 3laume§ in einfad^er SBeife oerfinnlid^en lann, unb er rourbe 
baburd^ ber Segrünber ber analptifd^en ©eometrie. 

1. SBenn mir eine GJerabe btixa^itn (Mig. 1)/ fo lönnen 
mir uns in gmei oerfd^iebencn Slid^tungen auf il^r bewegen. S)ie 

•) ®enou genommen müßten loir Jagen „georbnete ga^Ienpaare" 
unb „georbnete gal^Ientriper', weil in jebem $aar ein i. unb 2., in 
iebem Tripel ein 1., 2. unb 3. @Ueb unterfc^ieben wirb. 



@(eometri{(^e 2)arfteUung bet 3^^^^* 3 

eine bicfer teiben 9Hd;tungen ift in bet ^gur burd^ einen 5ßfeil 
marfiert. ©ie fott bie pofitiöe l^ei^en, bie anbere bie negatiue. 
®ine Scroegung auf unferer ©eraben in pofitiüer SRid^tung wollen 
n)ir eine ^orn^ärtdberoegung^ eine 93en)egung in negatioer 
SRid^tung eine SRürfroöttäberoegung o a. :b jp p 

nennen.*) 9lun fei A ein erfter, B ein -^ — ' ' ' *^ 

jroeiter 5ßunft auf ber ©etaben; d fei bie ~~ ^ 

Sntfemung beibet, gerne jfen mit einer ju ^* ^ 

©runbe gelegten Sängeneinl^eit. Seroegen wir unä auf ber ©eraben 
t)on A nad^ B, fo befd^reiben wir bie ©trede AB. §aben wir 
babei eine 9Som)ärtiSben)egung ausgeführt, fo wollen mx fagen: 
3)ie ©tredfe AB ^ai bie SWa^ja^l d. 

$aben xoxx eine 9lüdn)ärt3ben)egung ausgeführt, fo xotXim 
mx fagen: 

a5ie ©tretfe AB ^at bie SKa^jal^l— d. 

S)ie SKa^ja^l einer ©tretfe AB ift alfo bie mit einem ge- 
n)if[en Sorjeid^en ©erfe^ene ©ntfemung ber beiben 5ßunfte A, B. 
3)iefeS SSorjeid^en ift baä 3^^^« +/ ^^^^ wian oon A m6) B 
burd^ eine SSorroärtSberoegung gelangt (bie Solomotioe alfo oon 
A nad^ B oorroärtä fahren mu^) baS 3^^^ ""^ ^^^^ ^^^ ^^w 
A m^ B imä) eine 9tüdn)ärtgben)egung gelangt (bie Sofomotioe 
alfo oon A nad^ B rütfrodrtS fal^ren mu^). 

S)ie SKa^jal^l ber ©trede AB motten mir mit AB be= 
jeid^nen, bie Entfernung ber beiben 5ßunfte A, B bagegen mit 

AB\, 

Dann ift offenbar | J.jB 1 = | BA |, aber 



(1) AB BA; 

benn menn bie Sofomotioe j. 33. oon A nad^ B oormärtS fä^rt, 
fo rtm^ fte oon B nad^ A rüdfmärtS fal^ren. 

®ine mid^tige Sielation beftel^t jmifd^en ben burd^ brei fünfte 
A, B, C beftimmten ©tretfen. ßS ift immer 



(2) AB + BC+ GA^O ober AB^CB — CA. 

2)iefe Formel lann man aud ber ^ig. 2 ablefen, meldte bie 



•) (gg ift 5toedhnä6ig/ fi^^^ öorjujtellen, baß bie Oerobe bie eine 
ber beiben ©i^ienen ift, auf benen ftd^ eine Sofomotioe betoegt, bie 
nic^t umgebrel^t h^erben lann. 

1* 



4 I. Sunftionen, ^rett^toerte , SReil^en. 

t)crf(l^icbcnen 9lrtcn, wie bic fünfte A, B, C liegen fönnen, oer= 

Qnfd^aulid^t. ÜRan mu^ babei auf bie Slelation (1) ätüdfid^t nel^men. 

A JB c A c B ^^^ "tixtS^ SJorbes 



4- 



reitungen lönnen wir bie 
JB A c JB CA gSerfinnlid^urtfl ber 3a^= 

(^ A :b c b a '^^^ ^"^^ ^^^ 5PunItc einet 

— I -^ — I — ^ ^ ' ©craben, bie mx bie 

^ 3<^^f^«ii«i^ nennen, in 

^*^' ^- folflenber SBeife beroerl^ 

ftettigen. SBir wählen auf ber ©eraben (djI. gig. 1) einen fcften 

änfanggpunft 0. gebem ^ßunlt P orbnen wir bann bie S^l^l 

(3) a? = ÖP 

ju unb nennen fte feine Slbfjiffe. 3"^^^ cerfd^iebene fünfte P 

unb Pj l^aben bann immer uerfd^iebene 2lbf jiffen; benn aus 0^ 

= ÖPi folgt auf ®ninb ber Formel (2) Y^^ -= , alfo aud^ 
^^y^ I = 0. gemer läfet ftd^, wenn eine 3^^! ^ gegeben ift. 



ftetS P fo mähten, ba^ 0:9 ^x mirb. Sft a; = 0, fo fäOt P 
mit jufammen; ift x pofitio, fo gelangt man t)on nad^ P 
burd^ eine SSormättäberoegung um a?; ift o; negatit), fo gelangt 
man Don nod^ P burd^ eine SRüdEmärtSbewegung um — x. 
%yxx6) tJormel (3) ift alfo jmifd^en ben 3ö^len x unb ben 
fünften P ber (Seraben eine 3wötbnung getroffen, meldte folgenbe 
©igenfd^aften l^at: 

Sebem $unft P entfprid^t eine "^ofo^ x, feine Slbfjiffe; t)er= 
fd^iebene $ßunfte l^aben oerfd^iebene Slbfgiffen; jebe ^(Aj^ x fommt 
ald 9[bf}iffe eined fünftes oor. 

@ine fold^e S^^^i^nung moQen mir eine älbbilbung nennen. 
@3 ift un3 alfo gelungen, bie ^^ta auf bie fünfte einer ©e- 
raben abgubilben. 

©inb X unb x^ bie Slbfgiffen ber fünfte P bgm. Pj, fo 
folgt au8 (2): 

T^^y^ « % X, 

2)er Sefer möge unter Senu^ung biefer Formel bie 9lbfgif[e bed 
SRittelpunftd einer @trede bered^nen. 

2. Um eine SBerpnnlid^ung ber 3^^fe«Pttare x,y gu" ge= 
minnen, giel^en mir in einer ©bene burd^ einen ^ßunft 0, ben 
mir ben Anfang dp Unit nennen, gmei oerfd^iebene fefte ©eraben 



@eonietri|(^e ^atftellung ber S^^^^^^^^^- 5 

(Äoorbinatcnad^fen). Stuf jcbcr r>on i^nen fc|en roir eine 
pofittoe Slid^tung feft (t)gl. ^ig. 3). 35te eine ©erabe möge bie 
a^sSld^fe, bie anbete bie y^Sld^fe ^ei^en. SP '^wn Pein beliebiger 
5PunIt ber ®bene, fo jie^en wir burd^ i^n bie teiben ^arattelcn 
ju ben Std^fen. 3)aburd^ entfielet auf ber X'%(i)\e ber B^tixtU 
punit X, auf ber y^Sld^fe ber ©d^nittpunft Y. ge^t fe|en wir*) 



(4) ir=-OX=-rP 2/ = 0r=XP 

unb nennen x bie a^sÄoorbinate, y bie y^Äoorbinate t)on P. 
9Ilan fagt aud^, x fei bie 9lbf jiffe, y bie Drbinate von P. 

Sebem 5ßunft P ber Sbene ent^ 
fprid^t auf biefe SSBeife ein 3<^'^twx- 
paar x, y; bie erfte ^aljH ift bie 
Slbfgiffe, bie jroeite bie Drbinate 
t)on P 3wet Derfd^iebenen fünften 
entfpred^en offenbar uerfd^iebene 3^1^= 
lenpaare. 3« i^'otrti 3Äl^tenpaar x, y 
läfet pd^ ein Sßunft finben, beffen 316* 
f jiffe X unb beffen Drbinate y ift. ' ^ 3 

@3 ift und alfo gelungen^ bie 
3al^fenpaare x, y auf bie 5ßunlte ber 66ene abjubilben. ®iefe 
Slbbilbung ift burd^ bie Formeln (4) beftimntt. 

3. Um eine 3l6bilbung ber 3ö^f^nt^^ip^I ^/ Vf ^ ^wf We 
fünfte beS Slaumed ju gen)innen^ jiel^t man burd^ einen $un!t 
brei ®eraben, rc^Sld^fe, ys3ld^fe unb i^-Sld^fe genannt, bie nid^t 
in einer ®bene liegen, ©ie beftimmen paarroeife brei Sbenen, bie 
Äoorbinatencbenen. SP^^i*^ beliebiger 5ßunft beS Slaumeä, 
fo legt man burd^ i^n brei @benen parallel ju ben Jtoorbinaten- 
ebenen, ©abiird^ entftel^t auf ber Ä-3ld^fe ein ©d^nittpunlt X, 
auf ber ^^^Sld^fc Y, auf ber Z=3ld^fe Z. 3e|t fe|cn mir 




(5) X «= OX, y^OY, z^OZ, 

S)iefe tJormeln liefern, wie man leidet erlennt, eine 31 b* 
bilbung ber 3^^t^tripel auf bie fünfte bed Staumed. 



*) $ot man ouf einer ©eraben bie pofitiöe D^liAtung feftgefeftt, 
jo pflegt mon fle, locnn bie ®erabe eine ^araffelöerfqiebung erfäbrt, 
ungeänoert ju laffen. SiJod^ 2reftfe|ung ber pofttiüen Süd^tung ouf ben 
^oorbinatenad^fen ift alfo aud^ auf ben 5U il^nen paraftelen ^eraben 
bie pofttiDe 9FHd^tung feftgelegt. 



6 I. tJunftiottcn, (Sxcnjtocrtc, Slctt^eti. 

SBcnn man eine tJunftion y == f(z) gcomctrifd^ barfteffen 
will, fo fann man bie Slbbilbung ber S<^i)lextpaaxe auf bte fünfte 
ber @Dene benu^en. 5Kan fud^t für jeben 2Bett*) ber unab= 
l^ängigen SBeränberlid^en x ben ^Punft auf, beffen äbfjiffe glcid^ x 
unb bef[en Drbinate gletd^ f{x) ift. 3)iefe fünfte erfüllen eine 
fogenannte Äuroe. ©ie l^ei^t bie 93ilbIurDe ber gunftion f(x) 
unb y = f{x) bie ©leid^ung biefer Äutoe. 9Kan fann, wenn 
bie Silbfuroe gejeid^net ift, auS i()r ablefen, roeld^er 398ert ber 
abl^ängigen SSeränberlid^en jebem SEBert ber unobl^ängigen entfprid^t. 

SBill man eine ^Junltion = f(x, y) geometrifd^ barfteffen, 
fo fann man bie älbbUbung ber 3<^|l^ntripel auf bie fünfte bed 
3laume3 benu^en. 3« \t*t>tm SQSertfpftem x, y fud^t man ben 
5ßunft, befjen Äoorbinaten ber Steige nad^ gleid^ x, y, f{x, y) finb. 
3)iefe 5ßunfte erfüffen eine %lää)t, bie Silbfläd^e ber gunftion 
/*(^/ y)f wnb z =» f(x, y) ift bie ©leid^ung biefer %lä6)^. 

@rn)ä^nt fei nod^ bie geometrifd^e 3)arfteffung eined ^aared 
oon ^Junftionen einer SBeränberli^en, y -= f(x), z = g(x). 5Kan 
erl^ält fie baburd^, ba^ man für jeben SBert t)on x ben 5ßunft 
auffud^t, beffen Äoorbinaten ber Steige nad^ gleid^ x, f{x), g{x) 
finb. 3)iefe fünfte erfüffen eine Äuroe im 9laum. ©ie ift bie 
SSilbfuroe be8 gunftionenpaareä f{x), g(x). 

©old^e geometrifd^en S)arfteffungen mie bie oben auSeinanber- 
gefegten fpielen aud^ in ben Slaturmiffenfd^aftcn unb in ber 2^ed^nif 
eine mid^tige Stoffe, ©eroö^nlid^ legt man bie Äoorbinatenad^fen 
fo, ba^ fie jueinanber red^troinflig finb. 3Ran fprid^t in biefem 
fjaffe t)on red^troinfligen cartefifd^en Äoorbinaten. 

§ 6* Mt ütmtniüxtn ^mMxt^ntn. 

3)ie w=te 5ßotenj oon x {m eine pojttioe ganje S^^O ift 
offenbar eine fjunftion oon x; benn ju jebem SBSert t)on x gehört 
ein ganj beftimmter SßJert t)on af*. SBenn ö^, %,•••, a^ Äon= 
ftanten Dorfteffen, fo ift au^ 



*) 3n ber $ra£ii$ mug man fic^ begnügen, biei^ für eine SCnjal^I 
t)on a;s9ßerten auS^ufül^ren. äJ^an ert)ält fo eine angenäl^erte S)arftellttng 
ber »ilbfuröe. Ä|nli^e3 gilt für bie «ilbflöd^e öon f{x, y). 
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eine gunition oon x. Sine fold^e ^nltion l^ei^t, wenn a^ nid^t 
nun ift, eine gange rationale ^unftion m^ten ©rabeS. 
Sine ganje rationale ^unltion O^ten OrabeS ift eine Äonftante, 
i^re 35itblurt)e eine parallele jur a;=2lci^fe. 2)ie 33ilbfurt)e*) einer 
ganjen rationalen gunition erften ©rabeä ift eine gerabe Sinie. 
3)te Silbluroe einer ganjen rationalen Munition jn)eiten @rabe3 
ift eine 5ßarabel, eine RurDe, bie ber 2efer oon ber ©d^ule ^er 
lennen wirb, ©ie befielet aus atten 5ßunlten, bie t)on einer 
feften Oeraben (ber Seitlinie) unb einem feften ^Punlt (bem 
SSrennpunft) glei^ weit entfernt finb. 

Sin Quotient aw^ }n>ei ganjen rationalen Munitionen, alfo 
ein Sluöbrucf oon ber ^orm 

h.x'' + h.x'"'^ + • • • + &„-i^ + «>« 

n)irb als rationale ^^unltion beieid^net. Sinen ©pegialfall 
baoon bilbcn bie ganjen rationalen Munitionen. 

S)ie reellen äßurgeln einer algebraifd^en ©leid^ung 

y" + r^{x)y''-^+ . • . + r„_i(a;)y + r„(a;) = 0, 

beren Äoeffijicnten r^{x), . . .,'*«(^) rationale Munitionen oon x 
finb, finb Munitionen oon x, bie man als algebraifd^c Mwnl= 
tioncn bejcid^nct. 3)ie rationalen Mw'^Itionen ftnb ein Special- 
fall oon i^nen (w = 1). 

2lufeer ben algebraifd^cn Munitionen rennen mir nod^ einige 
ni^talgebraifd^e ober tranfjenbente }u ben elementaren M"*^'- 
tionen. S^näd^ft ift eä bie Sjponentialfunition (f, mobei a 
eine pofitioe Äonftante bebeutet**), unb bie M^^^Won Soga= 
ritl^mug. 

3u jebem pofitioen x gel^ört ein y berart, ba^ a^ ^x 
ift***). y ^ei^t ber Sogaritl^muS oon x jur SafiS a unb mirb 
** log X gefd;rieben. ©ie gebräu^lid^en Sogarit^mentafeln bejiel^en 
fid^ auf bie Saftä 10. ®er Sefer möge oerfud^en bie Silbluroen 
t)on a* unb ^logx für ben %aVi a = 10 gu jei^nen. 

*) 95Bir h)olIen ein red^ttt^infligefS ^d^fenf^ftem gu ©runbe legen. 
3)er ßefer gcid^ne bie 83ilbfuröen öon 2/ = 3a;4-*/ y = ^'; inbem 
er äJ^iHimeterpopier benu^t. 

••) a* ifi immer pofitiö. 

**•) a ift pofltiö, barf aber nid^t gleid^ 1 jein. 
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Settad^tcn xoxx ein rc^troinlligeg Sld^fenf^ftem, SBcnn 
wir btc ajsStc^fe um einen redeten SBinlel bre^en, fo roirb fte mit 
ber y^Sld^fe jufammenf aßen, unb wenn mir in geeignetem ©inn 
gebrel^t Iiaben, merben oud^ bie pojitiDen SUd^tungen ber Hd^fen 

jufammenfallen. 2)iefer 2)rel^ung8finn, ber in 
gig. 4 burd^ einen 5Pfeil angebeutet ift, fott 
ber pofitioe l^ei^en, ber anbere ber nega= 
tioe. SQBir motten je^t um ben SlnfangS^ 
punft einen Äreis befd^reiben, beffen SRabiuS 
bie Sängeneinl^eit ift. 3Ran nennt il^n ben 
©inl^eitSlreiS. ©rfd^neibet auf ber aj^Sld^fe 

gjg ^ einen 5ßunft Ä auS, fo ba^ 0-ä. = 1 ift. 3)er 

5PunIt Ä lann fid^ auf bem ©inl^eitsfreis in 
jroei t)erfd^iebenen SQäeifen bemegen. 9Benn ber SlabiuS OÄ fid^ in 
pofitioem ©inn brel^t, fo fagen mir, ba^ Ä fid^ auf bem Greife 
in pojttiüem ©inne Bemegt, anbernfaEs in negatioem ©inne. 

95ef treibt Ä, mä^renb er ftd^ in pofititjem ©inne bemegt, ein 
Sogenftüdf oon ber Sänge «, fo fagen mir, ba^ er ben Sogen a 
jurüdf gelegt l^at; Befd^reibt Ä, mäl^renb er fid^ in negatiocm 
©inne bemegt, ein SSogenftüdf oon ber Sänge a, fo fagen mir, ba^ 
er ben Sogen — a jurüdf gelegt ^t. 

$Rad^ biefen Vorbereitungen ift eS leidet, bie beiben gunitionen 
ÄofinuS unb ©inuS, bie ber Sefer au^ ber ^Trigonometrie fennt, 
ju befinieren. Sft x gegeben, fo laffen mir ben 5Punft Ä, ben 
mir oben eingefül^rt l^abcn, fid^ fo bemegen, ba^ er ben Sogen x 
jurüdElegt. ®r gelange baburd^ nad^ P. 35ie 3lbfjif[e oon P 
nennen mir cos x (ÄofinuS oon x), bie Drbinate sin x (©inuS 
oon x). @8 ift alfo 

OX^ cosx, OZ=sina;. 

StuS ber ^igur entnimmt man fofort bie SRelation 

cos*a; + sin^rr «= 1. 

Son großer SBid^tigleit ftnb bie beiben folgenben fjormeln: 

cos (x + x') =» cos X cos a?' — sin flj sin x', 

sin (a; + a?') = sin a; cos x' + cos x sin x', 

bie in ber ©lementarmatl^ematif bemiefen merben. 

cosa? unb sina? gehören gu ben trigonometrifd^en fjunf» 
tionen. Slu^er biefen beiben ermähnen mir nod^ bie trigono? 
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tnetrif d^cn gunittoncn tg x (S^angcnS t)on x) unb cot x (ÄotangcnS 
t)on o;), meldte in folgenber SBcifc bcpnicrt jtnb: 

sino; , coso? 

tff rr = , cot X «= — : 

, ® cos X Bin 0? 

SEBir empfehlen bctn Scfer bic 8ilbfun)en t)on cosä-, sina;, 
I ' tgic, cota; ju jcid^ncn. 

68 feieren in bcr Slufjä^lung ber elementaren g^unltionen 
nod^ bie Sogenannten jpllometrifd^cn Munitionen. SBcnn x 
gegeben ift, fo gibt eS, faEs x jroifd^en ben ©renjen — 1 unb 
+ 1 liegt, immer jmifd^en unb*) tc einen Sogen, beffen 
ÄofinuS gleid^ x ifi 3^n bejeid^net man mit arccosa? (2lrIuS= 
lojtnuä X, b. 1^. ber Sogen mit bem ^oftnuö oj). @benfo gibt eS 

jmifd^en — -^ unb ^ einen Sogen, beffen @inu8 gleid^ x ift. 

3l^n nennt man arc sin x (SlrluSjtnuä x, b. 1^. ber Sogen mit bem 
©inuS x). 3^ äl^nlicl^er 9Beife werben arc tg x (2lrfu8tangenS x, 

b. 1^. ber Sogen jmif d^en — ^ unb y , beffen 2^angen8 gleid^ x 

ift) unb arc cot a; (SlrfuSlotangenS a?, b. 1^. ber Sogen jroifd^en 
• unb Tt, beffen ÄotangenS gleid^ x ift) befiniert. Sei arctga? 

unb arc cot x barf x aQe SBerte annel^men, möl^renb bei arc cos x 
unb arc sin x ba8 x auf bie SBerte jroifd^en — 1 unb + 1 
(bicfe eingefd^Ioffen) befd^ränft mar. 

Slud^ biejenigen fj^nltionen, bie fid^ ixvA einer enblid^en 
Slnjal^l elementarer fjunitionen gufammenfc|en laffen, mie %. S. 
cos(aa; + Z>), log (sin* a;) u. bgL, motten mir elementare g'unt 
I tionen nennen. 

I y nannten mir eine fjunition oon x, wenn ju jebem SDSert 

I oon X ein SBäert oon y gehört, x braucht babei feineäroegä atte 

\ aBerte anjunel^men, bie e8 gibt; eg lann oielntcl^r auf eine beftimmte 

?KannigfaltigIeit oon SBcrten**) bef darauf t fein. 3)iefc 9Kannig= 
I faltigfeit lann j. S. ein 3»^teroall fein, b. \ au8 atten SBerten 

j X beftel^en, bie ben Ungleid^ungen a-^x^t gentigen. @in fold^eä 

*) 9r ift ber l^albe Umfang beiS (Sin^eitdhetfeiS. 
•*) Auf ber gal^lenlittie entfprid^t il^r eine $unltmeijg,e. 



10 I. Sunitionen, ^ttn^tottit, Stetigen. 

SnlcrDttll*) bejeid^nct man mit (a, b). 3P ^ J^^r an bic SJe- 
bingung x^a ober an bic Sebingung a? ^ a gebunben, fo fprid^t 
man von bcm uncnblid^cn Sntcroall (a, oo) Bjn). (— oo, a); 
ba§ S^i^^'^ ^^ K^P ^^»^ „Uncnblid^". 

Die 5IRannigfaItigIcit oon SDSerten (ober SBertmenge), in 
roeld^er x ftd^ beroegt, fann aber aud^ oon anberer Slrt fein, obn)ot|l 
bie oben betrad^teten elementaren gunftionen atte in S^^teroatten 
beftniert jtnb, j. S3. arc cos x, arcsina; in (— 1, 1), loga? im 
Snnern beö g^teroattö (0, oo). 9Jlan lann pd^ für jebe beliebige 
SBertmcnge ober, mie man ftd^ geometrifd^ auSbrüdft, in jeber 
^Punltmengc auf ber S^^^l^^Knie**) eine ^unftion befiniert 
benfen ; eä brandet ja nur jebem 5ßunlt ber ^unltmenge ein SBSert y 
gugeorbnet )u fein; benn bad allein liegt in bem t$un!tion3begriff. 

SÖBir motten je^t eine fjunftion u(x) betrad^ten, bei ber x auf bie 
pofitioen ganjen 3<^^I^" 1, 2, 3,. . . befd^ränlt ift***), unb ftatt 
u{n) motten mir fürjer u^ fd^reiben; u^ ift alfo ber ^unftionämert, met 
d^er ju rr » n gel^ört. ©d^reibt man bie ^unltionSmerte nad^einanber 
auf, mie fie ben rrsSBerten 1, 2, 3, . . . entfpred^en, fo erl^ält man: 

®a8 ift eine fogenannte S^l^Ienfolge ober furj eine ?JoIge. 

2Bir motten einige SSeifpiele für 3<i^l«ifol9«n befpred^en. 

®uf Hb bilbet am 3(nfang beS jel^nten iBud^eS feiner Elemente 
eine gafilenfolge, inbem er oon einer gegebenen pofitioen ®rö^e 
mel^r als bie Hälfte, oon bem Sleft mieber me^r alä bie §älfte u. f. f. 
roegnimmt. @r bUbet alfo eine ßa^lenfolge u^, ii^, u^, . . ., bei 

ber < w„^i < ju^ ift. Über biefe S^i^lenfolge bcmeift er einen 

©a| (©a^ 1 beS 10. Sud^eS), auf ben mir nad^^er nod^ jurüdf^ 
lommen merben. 

Sßenn man auf jmei inlommenfurable poptioe ®rö^en u^ unb 
t«5j baS eullibifd^e 3^eileroerfa]^rent)anroenbet, fo entftel^t eine ^olge 

•) ^uf ber 8al)lcnlimeentfprtd^t einem enblid6en3nteröalleine@tre(fe. 

**) 3)ai8(elbe gilt für bie @bcnc unb ben 9^aum. 
***) ©ine gunition ton n pofitiöen ganjja^Ugcn SSerfinberlid^en ift, 
tt)te man betoeifen lann, nid^tiS ^JlllgemetnereiS ald eine gunftion t)on 
einer fold^en ^eränberlic^en. 

t) 3)tcfeg beftel^t barin, bag man öon ber größeren u^ fo oft ciJ 
gel^t bie fleincre w, ab^icl^t, ben 9^cft m, fo oft eiS ge^t öon w, , ben f o 
entjle^enben 9left u^ fo oft c« ge^t öon «*» ufto. äft 8- ©• «*i =« l, 

t«, = }/2 — 1, fo lautet bie golge Uj, t*,, Ug, . . . fo: 1, (v^— l), 

(y?.- »)'r (V2 - 1)», . . . 
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«1/ «*«/ ,%/ . . ., in wcld^er w„+i < w„ ift, ferner w^^+a < j u^^ 
unb Wj^+i < 2-^2«-i/ fö *>^^ i« Wefem %aUt %, w», %, . . . 
unb Mj, 1*8, w^, . . ., folgen bcr foeben betrad^tcten Slrt ftnb. 
SBenn man bie S^^ -ä ^^^ <^wf eine, bann bis auf jroei, bann 

bis auf brei ufro. 2)ejimalen bered^net, f o erl^ätt man bie S^^I^nf olge 
0,1; 0,11; 0,111; 0,1111; .... 

SQSenn man ben Umfang bed bem @inl^eits{reig einbef^rie- 
benen regulären SSieredfä, bann ben beä regulären Ssecfä, 16 s 
ecfs, 32-ecf8 ufu). beregnet, fo erl^ält man eine ^öi^l^nfolge, bie 
in ber ©lementargeometrie bei ber angenäherten Sered^nung ber 
Sal^I ^ tjorlommt. 

6S ift oft bequem ftatt einer ^^i^lenfolge u^, u^, t^s, . . . 
il^r geometrifd^eg ^ilb auf ber 3^^^^nlinie ju betrad^ten. 3)a 
jebe S^^^ ^n <^"f ^^ S^'^lcnlinie burd^ einen ^ßunlt P„ (ben 
5ßunft mit ber Slbfjiffe wj ©erfinnlid^t mirb, fo entfpric^t ber 
3al^lenfoIge eine 5ßunItfolge P^, P,, P3, . . . ©tatt t)on SqU)- 
lenfolgen ju reben, lönnen mir alfo t)on ^ßunltfolgen auf einer 
©eraben reben*). 

Pi, Pj, Pj, . . ♦ fei eine 5ßunftfoIge auf ber Qa'^U ti'^ 
I i n i e **). ®in 5ßunf t Q l^eif;t eine § ä u f u n g S ft e 1 1 e bief er 5ßunf t^ 

folge, xotnn in beliebiger 9Jäl^e von Q un= , ^ 

enblid^ mele 5ßunfte ber ^olfl^ liegen***). ^^ — g p-, 

3)a8 l^at folgenben ©inn: Äonftruieren Q Q Q 

mir (^g. 5) um^^ Q als SKittelpunIt ein ®*^' '^• 

3nteroatt Q' Q'' unb unterbrüdfen mir in ber ^unftfotge alle 
5ßunfte, bie ni^t in baS Snteroatt Q' Ö" fallen, fo bleibt nod^ 

*) (Sine ^unltfolge in ber (Sbtnt ift äquit)alent mit einer t^olge 
öon Sal^lenpaaren: u^, v^; u^, t;,; u,, »,;... @inc ^unftfolge 
im Siaum ift äquivalent mit einet golge Don ßa^lentripeln «i, Vj, tTj; 

**) ^ie ^nfte ber golge brauti^en feineSioegS alle öerfd^ieben 
ju fein. @ic finb ja trofebem mit $ilfe il^rer SnbijeS unterfd^eibbar. 
8. «. ift P,P,P,.., für uns aud^ eine ^funftfolge. Sic ^t bie 
^äufunflSfteHe P. 

***) SBenn t*i, t*„ u„ ... bie ju P^, P„ Pj, . . . geT^örige S^^'- 
lenfolge unb u bie ^bfjiffe t^on Q ift, fo fagen toix aud^, u fei eine 
^äufungSftelle ber S^l^l^nfolge. 
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eine 5ßun!tfoIge übrig, (nid^t ttwa nur eine cnblid^c Slnjal^I t)on 
5ßunftcn); bicS gilt immer, wie au^ baä ^^^teruall ö' ö" 9^= 
tpäl^It fein mag. 

®ä ift Don großer SBid^tigleit, ba^ ber 2efer fid^ ben 33e= 
griff ^äufungäfteHe oöUig flar mad^t, weil biefer Segriff für baS 
^oigenbe grunblegenb ift. 

3)ie golge 1, h h h - - - ^^t bie ^äufungSftette (unb 
fonft leine). SDaSfelbe gilt von ben ^o^^^^folgcn ©uflibs, bie 
mir oben ermähnt l^aben (©. 10). ®ie §olge 0,1; 0,11; 
0,111; ... ^at bie §äufung8ftelle ^ unb leine anbere. 9limmt 
man ben Umfang beä bem ©inl^eitäfreis einbefd^riebenen regulären 
2*=edEä, 2*=edEs, . . ., fo entftel^t eine S^^^I^nfölge, beren einjige 
^äufungSftette 2 7t (ber Umfang beS ©in^eitSfreifeS) ift. 3)ie ^Jolge 
1^ fr i/ f / i/ ^/ +/ • • • ^cit bie beiben ^äufungSfteEen Ounb 1. 

©8 gibt aud^ S^^^f^f^^ffl^" ^^^ unenblid^ Dielen ^äufungä- 
fteHen, ja fogar foldpe, für meldte jebe S^^^ ^i^tc ^äufungS* 
fteHe ift. 3ebe rationale S<^^ 0>' ^' 1^"^^^ S3rud^) fönnen mir 

in ber ^orm ~ fd^reiben, mo p unb q ganje S^^len ol^ne ge= 

meinfamen Steiler ftnb unb q pofitii) ift. Drbnen mir biefem 

33rud^ ben ^unlt mit ben Äoorbinaten 
^ = 9'? y=^P ju (in einem cartejifd^en 
Äoorbinatenf^ftem), fo er^lten mir in ber 
(^btm eine ^JJunftmenge 5ß. ^n fjig. 6 
finb bie 5ßunfte von 5ß burd^ Ärcuje mar= 
•►liert. Setrad^ten mir überl^au|)t alle 
fünfte mit gangjal^ligen ^oorbinaten, fo 
gel^örcn ju il^nen bie $ßun!te ^. 3)ie 5ßunfte 
mit ganjjal^ligen ^oorbinaten laffen fid^ 
aber alä $unftfolge f d^reibcn. 3" ber ^igur 
ift burd^ bie ftarfgejogene ©d^ncdfenlinie an= 
gegeben, roie bie 5ßunflc aufeinanber folgen. 
Unterbrüdfen mir in biefer ^olge atte 5ßunfte, bie nid^t burd^ Äreuje 
marliert finb, fo erl^alten mir eine ^unftfolge, bie an^ ben 
fünften tjon 5ß befielet, ©rfe^en mir jeben 5ßunlt burd^ bie ju 

il^m gel^örige 3«^! ~f fo erl^alten mir eine ^olge, in ber 

alle rationalen S^^^^^ oorfommen unb jebe nur ein* 
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tnal. ^n beliebiger Ställe ieber S^^ Ix^i^n aber unenblid^ Diele 
rationale 3o^kn. SClfo ift für unfere ^olge jebe ßa^I eine 
^äufunggfteKe. 

§ 10. $aii mn »mr^ntf« 

Siegt eine S^^^I^^föIge in einem enblid^en S^ter- 
x>aU, fo l^at fie n)enigften3 eine i^äufungdfteUe. 

S)ie S^^I^nfoIfle liege in bem ^nteruatt (a, h), fo ba^ alfo 
alle il^re S^W^ größer ober gleich a unb Heiner ober glcid^ h 
finb. SBir nel^men eine ganje S^^^ ^/ ^i^ Heiner als a ift, 
unb wählen bie 9 an je 3<^^I ^ f^/ ^0^ w + w größer als h ift. 
3)ann liegen alle 3^^^^^ ber ^olge }n)ifd^en ben beiben gangen 
3al^len m unb m + n. 

Unter ben S^teroaffen 
(m, w + 1), (w + 1, w + 2), . . . , {m + n — 1, w + «) 

mu^ es nun n)enigftenS eins geben, n)eld^eS unenblid^ oiele ©lieber 
ber S^lfl^ entl^ält. SßJtirbe nämlid^ jebeS biefer S^teroaUe nur 
eine enblid^e ^njal^l fold^er ©lieber entl^alten, fo gäbe eS aud^ 
in (m, m + n) nur eine enblid^e Slnjal^l; wir roiffen aber, ba^ 
jroifd^en m unb m + n alle ©lieber ber ^olge liegen. ®S 
gibt alfo fidler eine gange 3<^^t K fo '^<^^ i^ '^^^ S^teroaK 

J) (Ä, k + 1) 

unenblid^ oiele ©lieber ber ^olge fallen. Steilen wir J in jel^n 
gleite 2leilinteroaKe 

fo mu^ es unter i^nen n)enigftenS einS geben, etn)a 

n)eld^eS ebenfo vok J unenbli^ oiele ©lieber ber ^olge entl^ält. 
Unter ben jel^n glcid^en S^eilintemallen oon J^: 

mu^ es n)ieber eins geben, ettoa 
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toorin wie in J unb Jj uncnbKd^ oicie ©lieber unfercr golge 
liegen. @o lönnen wir unbegrenzt fortfahren. S)ie S^^^fe« ^ir 
\, Ajj, . . . bie babei auftreten, gel^ören fämtlid^ ber SReil^e 0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 1, 8, 9 an. 

. S)er Sefer ift baran gerool^nt jeben unenblid^en ^ejimalbrud^ 
als eine ^(ikji ju betrad^ten. 

SRel^men wir nun bie 3^^! 

w = Ä + 0, Äi ^2 Ä^ . . . . , 

fo ern)eift fie fid^ als eine ^dufungSftette unferer S^^Ienfolge. 

^tm u liegt in bent S^teroatt J^, beffen Sänge gleid^ (j^ 

ift. Jlonftruiert man um u als 3Ritte ein beliebiges S^teroatt 
(u — e, u + e), fo wirb, menn man n gentigenb gro^ roäl^lt, 
J^ in biefem 3ntert)all entl^alten fein. 3n J^ liegen aber un= 
enblid^ t)iele S^^^^ i>cr ^olgc, mitl^in aud^ in (u — e, u + s). 

§ 11* fl^ttuergettte !Bti^ltrtfnlstn. ^xtn^mtxit. 

Sluf ©runb beä SBeierftra^fd^en Sa^eä wiffen mir, ba^ eine 
in einem enblid^en S^teroall (a, h) befinblid^e S^^f^^^fölgc ^u 
u^, v^, . . . menigftenä eine ^äufungäfteHe l^at. SBSir motten 
je§t ben auSgejeid^neten ^att betrad^ten, ba^ nur eine ^äufungä^ 
ftette ba ift (bie mir u nennen). Äonftruieren mir um u alg 
SKitte ein beliebiges 3wten)att {u — e, u + e), fo lann au^er- 
l^alb bef[el6en nur eine enblid^e äln^a^l t)on ©liebem ber ^olge 
liegen, bliebe nämlid^ nad^ Unterbrüdfung atter ©lieber, bie in 
(u — 8, u + s) enthalten fmb, nod^ eine golge übrig, fo ^ätte biefe 
nad^ bem 2Beierftra|fd&en ©o|e eine ^äufungSftette, bie fxd^er oon 
u oerfd^ieben märe. 2)ie urfprünglid^e golge l|ätte bann me^r ate 
eine §äufungSfteffe gegen bie SSorauSfe^ung. 2Bir lönnen fomit 
folgenbeS augfagen: 

SBä^lt man eine beliebige pofitioe ©rö^e e, fo liegen 
mit einer enblii^en Stnjal^l Hon SluSna^men aDe ©lieber 
ber Solge jmifd^en u — s unb u + s, 

SEBenn bie ©lieber einer ^olge mit einer enblid^en Slnja^l oon 
älugna^men eine gen)if[e @igenfd^aft l^aben, fo motten mir !ur} fagen, 
ba^ „faft alle" ©lieber ber golge biefe ©genfd^aft l^aben. 

Sßir !önnen bemnad^ unfere obige äluSfage aud^ fo formu- 
lieren: 
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„%a^t alle" ©lieber ber S^ls^ erfüllen bie Un* 
gleid^ung*) , ^ 



n)ie anä) bie pofitioe ®rö^e £ %tvoäf)U fein mag. 

©te^t eine golge t^i, %, Wg/ * ' ' i^ ^^"^ 3^^^^ ** i'^ ber-an= 
gegebenen ä3e}iel^ung, fo nennt man fie fonoergent unb fagt^ ba^ 
u i^r ©renjmert ift^.ober aud^^ ba^ bie ^olge nad^ u !ont)er= 
giert, ober enblid^, ba| u^ bei unenbli^ junel^menbem n nad^ 
wIont)ergiert (ben ©renjmert u l^at, bem ©renjmert u juftrebt). 
3Jtan brüd(t bieg bur^ bie t^ormel aug: 



lim w. = w 



lim ift ber Slnfang beä lateinifd^en SBorteS limes ((Srenje). SDlan 
lieft bie formet fo: limes u^ (ober limes oon wj für unenblid^eö 
n gleid^ u, 

35ie oben ermähnten Sai^lenfolgen 6uf libS fonoergieren (mie 
er felbft in @a^ 1 unb @a$ 2 beä 10. ä3ud^ed beroeift) nad^ 0. 
3)er Umfang be8 bem @inl^eit8frei8 einbefd^riebenen regulären 2**=edEs 
!onoergiert bei unenblid^ junel^menbem n nad^ 27t, 

^e|t moHen mir nod^ jeigen, ba^ bie ju 9lnf ang betrad^- 
teten^^olgen (bie in einem enblid^en 3itttert)all liegen unb nur eine 
^äufunggfteHe l^aben) bie einzigen lonoergenten JJolgen finb. 

**i/ ^2/ ^/ • • • fei eine lonoergente Sal^lenfolge mit bem ©renjs 
mert u. SBir miffen, ba^ alle ©lieber ber ^olge mit einer enblid^en 
Slnjal^l oon SluSna^men jmifd^en u — e unb u + s liegen, äßäl^len 
mir nun a tleiner ald bie älugnal^meglieber unb jugleid^ Heiner al3 
u— €, femer b größer als bie Sluänal^meglieber unb jugleid^ größer 
al^u + £, fo liegen alle ©lieber ber ^olge jmif d^en a unb h. ©äbe 
es au^er u (meld^eä offenbar eine ^öufungäfteHe ift) nod^ eine anbere 
^öufungSfteHe v, fo müßten unenblid^ oiele ©lieber ber golge 
jmifd^en v — e unb v + s liegen. SP « fo Hein, ba^ bie Qnter* 
©alle {u — e, u + s) unb (v — e, v + s) ganj getrennt finb, fo 
fann baä nid^t fein, meil au^erl^alb oon (u — e,u + e) nur eine 
enblid^e älnja^l oon ©liebem ber ^olge liegt, u ift alfo bie einzige 
$äufunggftelle. 

8emetfitngen« 2Benn bie ^olge u^,i^, u^, - - . natS) u ton? 
t)ergiert, unb man fügt eine enblid^e ä^njal^l beliebiger ©lieber 

*) ^t \x\ be^eid^net man ben abfoluten betrag t)on x. @d 
ift oljo \x\=x, toenn x pofittb, \x\ = ^x, toenn x tiegatiö ift. 
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]^in}u^ fo entftel^t eine neue ^olge^ bie aud^ nad^ u Iont)ergiert. ^n 
ber Xat liegen bie ©lieber ber neuen t?öl8^/ ebenfo wie bie ber 
alten, „f aft alle" jroifd^en u — e unb u + e. 

Unterbtüctt man in u^,u^,u^, . . . eine enblid^e 9ln}al^l t)on 
©liebem (ober ani) unenblid^ mele, aber fo, ba^ nod^ unenblid^ 
oiele übrig bleiben), fo lonoergiert bie neue ^olge aud^ nad^ u, 

@ine Iont)ergente ^olge bleibt tonoergent unb bel^alt benfelben 
©renjwert, n)enn man bie Speisenfolge ber ©lieber änbert. 

3ft lim w„ = c unb lim v^ = c, fo l^at au^ bie fjolge %, Vi , 
**2/ ^2r ^/ ^8/ • • • "^^^ ©renjrocrt c. 

§ 12. (Einfai^pi^ $fi1it übtx ^xtnpxftxit. 

1. SBenn 

lim u„ =» u, lim v^^^v 

ift*), fo wirb 

lim (t*„ + «^„) =- w + 1; . 



£ 



i**) 



®8 liegen nämlid^ „f aft alle" w« jmif d^en w — g unb w + - \ eben* 

fo „faft alle" v^ jroifc^en v—- unb t^ + g/ f<>l8li^ /M* <Jtte" 

'**n + ^n jwifd^cn (w + 1?) — 8 unb (w + v) + e. 
2. SBenn 

lim w«=-'W, lim v^=^v 
ift, fo wirb 

lim (u^ • v^) = t* • V . 

„^aft alle" w„, v„ erfütten bie Ungleid^ungen 

l^"-"^nl<^/ I ^--^« I <^- 

5»un ift 

UV — w.t;^ = (w - wj V + (t; - O w^, 
alfo***) 

I wt; -— u^v^ |^|**""**nll^l + l^ — ^1 

^\u — u„\\v\ + \v — v^\\u\ + \u — u^ 



u 

n 



^-^n 



*) äBtr laffen ber ^ür^e l^alber n » oo unter bem @Qmbol lim fort. 
**) £ ift eine beliebig getofil^lte pofttiüe @röge. 
*^ SBir benujen l^ier ben leidet beloeiÄbaren ©aj: | a + & 1 
^ I a I + I 5 |. 2)arauÄ folgt aud^ (»eil i*« = t« + u„ — i* ijt) 



««I 



W« 1^1 W I +\u — Un |. 



@ft|e über ^tenjtoerte. 



17 



„%a^i alle" 5ProbuIte u^v^ erfüffen fomit bie Unjleid^ung 
I UV — u^v^ I ^ « (I w I + I V I) + €^ 

SSäl^len toir, toenn s' eine beliebig gegebene ®ri)^e rfjt, e Keiner 
als 1 unb Meiner afö e': (| w | + | v + l), fo wirb für „faft 



atte" u^v^ 



uv — u^v^ I <«'. 



n n 



^olgetttttgen. äBenn a eine ^onftante unb lim u, » u ift, 
fo wirb lim (a • wj = a • w . SKan brauet nur in bcm Dbigen 
alle v^ gleid^ a, alfo au<3^ t; glei^ a, anjunel^men. ©e|t man a =■ — 1, 
fo ergibt fid^ lim (— t* J =» — • u. 9Wit ^ilfe t)on ©a^ 1 folgt 
lim (u^ — t; J =• w — v, fall8 lim w„ « w, lim v^^ v ift. 

3. aOSenn 

lim w^ =» w unb u nid^t null 

ift, fo wirb*) 

1 



lim — 

li- 



tt 



SQäir wäl^len bie poptioe ©röfee s Heiner ate ^ | w | , aber fonft 
beliebig. S)ann erfüllen ,,faft alle" u^ bie Ungleid^ung 

|w-w,|<«; 

bief e w„ finb (weil « < ^ 1 1« | ) i^rem Setrage nad^ größer al8 ^ 1 1* | . 

Dioibieren wir alfo bur^ I ^ 1 I **« 1/ f<> ^S^'bt fid^ 

1 1 



u u. 



< 



tt I I U^ I fi' 



3ft f ' eine beliebig gegebene poptioe (Srö^e, fo braud^en xoxx nur 



s< 



8 W 

"T" 



ju mad^en, um ju erreid^en, ba^ für ,,fap alle" w, 



ti ti. 



<e' 



mirb. 

^olgetttltg. SEBenn lim t*^ = t*, lim t;„ = v unb u ungleid^ 
9lull ip, fo ^at man 

V 



lim —• 
u^ 



u 



*) «Olc 14,, feien ungleid^ 9hitt. 

S9la® 197: AotvaIe»9Ti, 3nftn{tertnta(te^nmia. 



2 



n 
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3« bcr %at ift 

— = ^« • — 

n u 

alfo nad^ @a$ 2 unb 3 

,. ^n 1 t? 

lim — = t; . - — a - . 
1«^ u u 

n 

S)ie oben beroiefenen @ä$e fagen aud^ ba^ ber ®ven2n)ert 
einer ©umme gleidfi ber ©umme bcr ®renju)erte, ber 
©renjwert einer 3)ifferenj gleid^ berS)ifferenj ber®reng= 
werte, ber ©renjroert eines 5ßrobuIteg glei(| bem 5ßro= 
bult ber ©renjwerte, ber ©renjwert eines Duotienten 
gleid^ bem Duotienten bcr ©renjroertc ift (follö bcr 5Renner 
biefeS legten Duotienten nid^t oerfd^roinbet). 3)er ©ummem unb 
ber 5ßrobuItfa| laffen fid^ leidet für eine beliebige enblid^c 3lnjal^I 
oon ©ummanben bjro. galtoren beweifen. 3- ^- f<>l8^ <^w^ 





lim u^ •■ 


= u, 


, lim i?„ « 


V, lim w^ — w 




}unäd^ft : 

lim(t;„ + 
unb bann: 


^n) 


— v + w, 


li^K 


. iT J - t; • 


w 


lim 


lim (u^ 




w^ lim{w, 
• w„) = lim { ' 




= w + v + 


w 



§ 13. ®tnc (Er^enri^aft i^tx ratt0tmkn ^Funktt^n^n. 

3Bir n)oIIen }unäd^ft eine ganje rationale f^nltion 

f{x) = %(Xf^ + aiOj"»-^ H h »m-i ^ + «m 

betrauten. 3f* ^i/ ^»z ^8/ • • • ^^"^ S^^fe'^fö'tö^/ ^^^ "^^ ^ fonoer» 
giert, b. 1^. ift lim x^ = x, fo ergibt ftd^ auS ben obigen ©ä^en, ba| 

^f{x:)^f{x) 

ift. SBJir nennen eine fjunition f{x) für ben SBert a?*) ftctig, 

•) Ober an ber Stelle x. 
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wenn aus lim a;^ = ic immer lim f(x^ = f{x) folgt.*) 35em= 
nad^ bütfcn xoxx fagen, ba^ bie ganjen rationalen Sunftionen 
burd^weg (b. ^. für jeben SBBert oon x) ftetig finb. 

Silben wir nun einen Duotienten auS jroei ganjen rationalen 
^unftionen, j. S. auS f{x) unb aus 

g{x) - feo^"+ ^i^'*"' + • • • + ^n-l^ + 2>n/ 

fo erl^alten wir bie rationale ^nltion f{x) :g{x). 3P ^ einSSSert, 
für weld^en g{x) nid^t oerfd^roinbet, fo folgt auS lim a?„ = rr 

,. f^) fix) 

Imi — 7 ; = -~i • 

9(P^n) 9i^) 

®ine rationale Munition ift alfo für jeben SDSert x 
ftetig, ber il^ren 5Jlenner nid^t jum S8erfd^n)tnben bringt. 

©old^e SBerte x, für roeld^e eine ^unftion nid^t ftetig (ober, 
wie man fagt, unftetig) ift, nennt man UnftetigfeitSftellen ber 
^unltion. 2)a g{x) ^öd^ftenS für n SBerte oon x oerfd^roinbet, fo 
l^at eine rationale ^Junltion nur eine enblid^e 3lnäal^l oon Unftetig= 
leitSfteUen. 

§ 14* SWtgtoett tJ0n sin x^ cos a?, tg x, cot x. 

äluS ber S)efinition t)on sin x unb cos x ergibt fid^ leidet, ba^ 

lim sin w^ = , lim cos w„ == 1 

wirb, falls lim w„ = ift. hieraus folgt mit §ilfe ber SJormeln 
für cos {x + x') unb sin {x + x) auf Seite 8 bie ©tetigfeit 
oon sin X unb cos x für jeben 2öert oon x. gft ndmlid^ lim a;„ = rr 
unb fe|t man x^^x -{- w„, fo wirb lim t«^ = fein. 5Run \)<!i.i 
man aber na^ ben jitierten Formeln 

sin a?^ = sin x cos u^ + cos x sin u^ , 

cos a?„ = cos X cos w^ — sin a? sin u^ , 

folgli^ 

lim sin x^ = sin x, lim cos a;„ = cos a? . 

Bin cc 

Slu^ tga? = ift überall ftetig mit SluSnal^me ber ©teilen, 

cos X 



•) Sßenn f{x) unb g{x) wx ber ©teKe x ftetig finb, |o gilt \>cS'^ 
felbe öon m + g{x), f{x)-^g{x), fix) ^ g(x), ^; im legten 

tJalle TOu6 nur g(x)^0 fein. 2)a5 ergibt ftd^ au3 ben ©ä^cn beg § 12. 

2* 



1 
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an toeld^en cos x Derfd^mnbet. cos x t)etfd^n)inbet aber nur füt bte 
ungcwbcn 33ielfad^en t)on | (b. 1^. fü^^ a? « g,-^, -g-, • • • unb füt 

ä: «= — g, — g-, — 2~' ' ") • ^^ ungcraben SBielfad^cn oon ^ 
ftnb alfo bte einjigen UnftetiglettdfteQen von igx. 

®benfo ftnb bie SSielfad^en t)on % bte einzigen Unftettgleitd« 

ftellen t)on cota; — — 

' Bin 0? . 

9(uf bte @tettglett bet übrigen elementaren f^unlttonen lontnten 
wir fpäter }u fpred^en. 

§ 15. jBtmuitim^ 4F0ls^n. 

®ine golge Wi^w,, w», . . . I^et^t auffteigenb, wenn % ^ ^ 
^ t*8 ^ . . ., vmvx alfo lein ©lieb größer ift afö baS folgenbe. ©tc 
l^ei^t abfteigenb, wenn ^i ^ Wj ^ w» ^ . . w w>^^" ^^^ ^^^ 
®Iieb fleiner ift atd bad folgenbe. 93eibe 9(rten Don folgen be= 
jeici^net man ald monotone t^olgen. 

®i$ genügt^ fi^ mit ben auffteigenben folgen ju befd^öftigen, 
3ft nämlid^ ««i/ «*j^ ^s^ • • • ^*^^ abfteigenbe ^olge, fo ift — t«i, 
— tij, — Wg, . . . eine auffteigenbe. 3)ie ©ä^e über auffteigenbe 
t^olgen laffen fid^ bal^er fofort auf abfteigenbe übertragen. 

3ft Wi, Wj, Wj, . . . eine auffteigenbe golge, fo lann eä paf= 
fieren, ba^ pe in einem enblid^en Snteroaff liegt. SDaS ift ber gatt, 
n)enn fid^ eine ©rö^e g angeben lä^t^ bie aQe u^ übertrifft; bann 
liegen nämlid^ atte u^ in bem Snteroall {u^ , g). SBenn eä lein 
fold^eö g gibt, fo wirb jebe (nod^ fo gro^e) S^^l oon „faft atten" 
u^ übertroffen. 9Kan fagt atebamt, ba^ u^ mit junel^menbem n 
über alle ©renjen mäd^ft (nad^ Unenblid^ lonoergiert) unb 
fd^reibt lim w„ « oo . 



n = 00 



2Bir n)ollen und je^t mit bem f^all befd^äftigen, ba^ eine ^a^ 
g e^iftiert, bie alle ©lieber ber auffteigenben fjolge Wi, Wj, w«, . . . 
übertrifft. 3)ie ^olge liegt bann in einem enblid^en gitteroall. ©ie 
l^at alfo nad^ bem SBeierftra^fd^en ©a^e eine ^äufungSftelle u. 
3)iefe8 u barf oon feinem u^ übertroffen werben. SßJäre g. SB. u^ > u, 
fo lönnten mir eine pofitioe ©rö^e £ möl^len, bie Heiner ald u^ — u 
ift. 3« baä 3^en)att {u — b, u + b) mürbe bann nur eine enb= 
lid^e älngal^l oon ©liebem ber ^olge fallen, meil u^ unb um fo 
me^r alle folgenben u^ größer als w + c. S)a8 miberfprid^t aber 
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ber d^aratteriftifd^en @igenfcl^aft einer ^äufunggfieUe. @d batf alfo 
lein ©lieb ber ^olge größer old u fein, ^dtte unfere $olge nun 
}n)ei ^SufungdfteQen u unb v (t; > m)^ fo n^ürben^ wenn s pofitit) 
unb Keiner als v — w ift, in bem gnteruaH (v — s, v + s) leine 
©lieber ber ^^olge liegen. S)aS ift aber (ei einer ^äufungdfteQe 
unmoglid^. Unfere ^olge ^at alfo nur bie eine ^äufungdfteOte u 
unb e8 ift bann, wie wir roiffen, lim u^ = u. SJantit ift folgenber 
@a^ beriefen: 

@ine monotoneScii^IenfoIge u^,u^,u^, . . ./ bie in einem 
enblid^en ^nteroall liegt, ift immer lonoergent. 

^t u xf)x (Srenjwert, fo l^at man u^^u, wenn bie ^olge 
auffteigenb, unb u^^u, tomn pe abfteigenb ift. 

§16. »txfpitle. 

1. a fei eine pofitit)e (Srö^e. SBir wollen bie O^te, l^te, 2=te, 
3::te, . . . $oteng oon a bilben. S^aburd^ entftel^t bie ^olge 

1, a, a*, a', . . . 

SBenn a = 1 ift, rebujiert pe fidj auf 

1, 1, 1, 1, ... , 

l^at alfo ben ©renjwert 1. 

SBemt a < 1 ift, fo ift unfere f^olge eine abfteigenbe. Sa 
jte überbieg in bem gitteroall (0, 1) liegt, fo ift {te tonoergent. $at 
man mxn 

lim a^^^h, 

fo ift offenbar mi^ 

lim a"~^ = 6. 

SlnbererfeitS ift 

lim a* =- lim (a • a**""^) = a • lim a"~^ , 

alfo 

h^ah ober 6(1 — a) = 

®a a < 1, fo folgt & = 0. 3)amit ift bewiefen: 
lima» — 0. (0<a<l) 

aSSenn a > 1 ift, fo wäd^ft a" bei junel^menbem n über atte 
©renjen. ®äbe ed nämlid^ eine 3<^^( 9^ f o ^<i^ immer a* <g 
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bliebe^ bann n)äre 

©• > 7 - 

roä^rcnb bod^ (n)ic mx miffcn) 

lim(|)"=0 

ift. 

2. Seoor mir ein roeitered S3eifpiel bel^anbeln^ XDoUm xüxx ben 
folgenben ^ilfdfa^ bemeifen^ ben man aud^ }ur @rlebigung bed 
erften äSeifpield benu^en fann. 

SSJenn l+Ä>OunbÄ^O ift*), fo gilt für w = 2, 3, . . . 
bie Ungleid^ung 

(1+Ä)«>1+«Ä. 

SQSir benu^en jum S3en)eife bie fogenannte ,^t)oIIftänbige ^n- 
bidtion". 3wnäcl^ft übcrjeugen mir und, ba^ bie Ungleid^ung int 
%aUe « = 2 rid^tig ift. ^n ber 2^at l^at man 

(1 + Ä)2« 1+2Ä + Ä»> 1 + 2Ä. 

©obann beroeifen mir, ba^ bie Ungleid^ung für ben ^aU n+1 
gilt, mcnn fie für ben %a\i n rid^tig ift. ÜRuItipHjieren mir bie 
old rid^tig angenommene Ungleid^ung 

(1 + ä)~>1+wä 

auf beiben ©eiten mit 1+h, f o f ommt 

(1 + Ä) ~+ 1 > (1 + Ä) (1 + ^ä) = 1 + (w + 1) Ä + WÄ* , 

alfo 

(l+Ä)»+^>l + (w+l)Ä. 

^e^t bürfen mir unfern ^ilfdfa^ aU bemiefen betrad^ten, unb 
mir miffen alfo, ba^ bie Ungleid^ung (l+hy>l+nh jtdjer 
gilt, wmn n eine ber S^W^ 2, 3, 4, . . . ift unb h ben SBebin* 

gimgen 1 + ä > unb ä ^ genügt. 

2)iefe äSebingungen ftnb erfüllt, menn mir in ber angegebenen 

Ungleid^ung ä =- 1 fe^en. 2)ann erl^aüen mir aber 



('-ir>'-i 



•) a)er gatt ijt Ä=0 ift triöiaL 
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ober*) 

(n^l)» (n+1)" n — 1 

ober enblid^ 

b. ^. 

(l + S:^r'<(l + ir (fürn = 2,3,4,...) 
3)araud ergibt fid^^ ba^ bie ^olge 

(1 + D*. (i + i)'. (i + i)", . . . 

eine auf fteigenbe ift. 

©e^en toir in unferer Ungleid^ung (1 + ä)" > 1 + nh, wo» 

rin n)ie biSl^er n eine ber 3^^!^ 2, 3, 4, . . . ift, ä = —^ — r , fo 

finb bie Sebingungen 1 + ä > unb ä ^ erfüllt, unb wir er- 
halten: 



ober, ba 



ift. 



b. ^. 






(i+ii^r>i+¥' 






> 



(n— l)'*(n+l)* ^ n 

alfo 

(l + ;^)~>(l + |y^'- (fürn = 2,3,4,...) 
daraus ergibt jtd^, ba^ bie f^olge 

(t + f )•. (i + i)', (. + i)', . . . 

eine abfteigenbe ift. 

3)iefe abfteigenbe golge liegt in bem S'^teroaH (0, 4). Sie 

♦) 2Bir benu^cn IJier, baß a«— 5»«(a— &)(a+&)ift. 



24 I- fjunftlotten, ^tenjtücrte, ^d^tn. 

ift alfo lonpcrgent. S^rcn ©rcnjwett wollen wir mit e bejeid^en: 

,n+l 



9lun ift 



alfo aud^*) 



locil 



lim (l + ^\ 

««00 V ^/ 



to(i+i)'-., 



114-^1 

1\" 



(>.ir-(""^ 



n 

SBir l^abcn jc^t eine auffteigenbe unb eine abfteigenbe ^olge, 
bie beibe nad^ e lonocrgieten. ®ie gal^I e fpielt in bcr l^ö^eren 
9lnal9ft3 eine wid^tige ^oQe. 3!ll(m benu|t fie afö 93aftd eined So^^ 
garit^menf^ftemd; biefe Sogaritl^men l^ei^en bie natürlid^en 
Sogaritl^men; ber natürlid^e Sogaritl^muS einer S^^^ ^ ip <^Ifö 
biejenige S^f)l y, meldte bie ©leid^ung e^ ^ x erfüllt. @rft fpäter 
werben wir einen bequemen SBeg jur angencil^erten 93ered^nung oon e 
finben. ^t%i wiffen wir nur, ba^ e jwifd^en 



(. + !)■ ^ (^ + i)- 



liegt. S)iefe ^cAjLtn finb aber für gro^e SBerte oon n unbequem 

ju bered^nen. Sluf 6 ^ejimalen bered^net wirb e gleid^ 2, 718 281. 

S)enfen wir unS, bafe ber 3i«äfu^ 4 5ßrojent beträgt unb ba| 

nid^t erft nad^ einem ^cifc, fonbem f d^on immer nad^ — ^cift bie 

3infen jum Äapital gefd^Iagen unb mit oerjinft werben. 1 SKarf 

1 04 / 1 \»» 

wäd^ft bann in ~ Sa^r ju 1 + -^ / in 1 ^a^x ju [1 + ^ 
9Rari unb in 25 gal^ren ju 

Saffen wir n unbegrenzt junel^men, f o lonoergicrt biefe ©umme 
gegen e 3Rar{. 1 3RarI wäd^ft alfo in 25 ^fal^ren ju e SRarf an, 

*) äBir benu^en l^ier ben ®a^ t7om ©ren^toert eined Quotienten. 
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wenn fogufagen in lebent älugenbUd bie S^^^f^ i^^ Rapxial ge» 
fd^lagen unb mit t)er}inft tuerben unb ber Bi^^f^^ ^ $ro}ent be« 
trägt. Siefe Sebeutung ^at bie 3<tl^l ^• 

3. %/ ^2, 03^ . . . fei eine f^olge pofitioer 3<^^(^/ ^^^ ^i^^ 
gonj ju fein braudjen, unb eä f ei lim a„ = oo *). 

SBir woKen bie ^olge 

(•+y''('+i)'''('+i)**-- 

unterfud^en. 

p^ fei bie größte gonje S(äjil, bie Heiner ober gleid^ a^ i[t. 
3)ann |at ntan^ n)eil 

aud^ lim y^ -= 00 . 9lun ift aber 

1 + — Vr<i+-^i+-. 

(' + ;:Tr)'-<('+f}'"ä(i + i)- 

unb um fo mel^r 

(•+^)'"<('+i)-<(.+ir- 

3)a 

unter m eine ganje S't'^I oerftanben, bei unenbltd^ }une^menbem m 
nad^ e lonoetgieten, weil fie gleid^ 

finb, fo liegen biefe ©rö^en ,,faft alle" gmifd^en e — a unb e+e, 
S)affelbe gilt alfo, meil lim v^^^oo ift, aud^ oon ben Orö^en 



•) 3)08 bebeutet, bag iebe gal^I flf öon „faft atten'' a« über» 
1 tDtrb. 



troffen toirb. 



26 I- Sfunmonen, ^renaioerte, Steigen, 

mithin oud^ Don ben ®ro|en 

3>a bieg für jebed pojttioe £ }utrtfft, f o ift 

lim fl + — y* = c. 



n=ao 



4. &!, &2/ ^3' ... fei eine golgc negaÜDer 3^ten (t)Ott 
benen leine gleid^ — 1 iji) unb eö fei lim 6^ = — ao *). 3)ic \ 
braud^en nid^t ganje ^cüUtn }u fein. 

SBir rootten bic fjolge 

betrad^ten. 6e^cn mx ^« = — (1 + O^ f*> ^^^^ 

(i+Ö*"-(^)""-*"-('+.^)*-('+.^)- 

n n I n n 

alf 0, ba lim a^ = cx) ift, 

n=oo ^ ''n 

3ltted in allem fönnen mx fagen, ba^ (l H — j bem ®renj« 

wert 6 juftrebt, wenn (o irgenbwie (b. 1^. irgenb eine ^Jolge burd^= 
laufenb) nad^ oo ober nad^ — oo Iont)ergiert. ®8 genügt fogar, 

ba^ \(o\ xKxi^ oo lonoergieri ©e^t man — = ä, fo loncergicrtÄ 

(ol^ne jemals felbft nuS ju merben) nad^ StuS unb man l^at 

lim 1(1 +hy\ = e. 

5. 3Bir motten a> 1 annel^men unb bie JJoIge betrad^ten: 

a; a^"; a^, . . . 
@e$en mir 

f ift ft» > unb 

(nad^ bcr in $Rr. 2 bemiefenen Ungleid^ung). 

•; b. 1^. lim (— 6w) = <». 
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hieraus folgt aiex 

h^ < unb lim 6_ = . 

SKitJ^in ift 

lim a« «= 1 . 

^at man 0<a<l, fo wirb — >l,mitl^ittlim(— j** = 1, 

alfo aud^ wicber lim a" = 1. 

3Jm gaffe a>l iftbiegolgca^a^", a"» , . . . abftetgenb, itn %aUt 

< a < 1 aufftcigenb. 3« gaffe a = 1 lautet jte 1, 1, 1, . . ., unb 

es ift aud^ l^ier lim a» = 1 . 

SEBir woffen jc^t a > 1 annel^nten unb unter h^, h^, Äj, . . . 

eine golge pofittt)er S^^ltn mit bem ©renjroert oerftcl^en, fo ba^ 

1 

alfo lim Ä^ « ift. 2)ie ganje 3^^! ^ f^i fo gemal^lt, ba| a* < 

1 + ^ ift. 3)ä c8 nur eine enblid^e Sin ja^I oon h^ gibt, bie ber 

Ungleid^ung ä„ ^ — genügen, f o merben bie ©rö^en a*» „f aft äffe" 

ben Ungleid^ungen 

. 1. 

1 <a'»<a''<l+ß 

genügen. ®a8 bebeutet aber, ba^ lim a ** = 1 ift. ®er gaff 
< a < 1 erlebigt fid^ wie oben. Seftel^t bie nac^ 5Ruff lonoer« 
gierenbe golge Äj', h^', \\ - • ^'^^ lauter negatioen ©liebem, fo 
fe^cn mir V =» — ä^. ®ann ift \ > 0, 

a " = — . unb lim a " = 1 . 

^^ir feigen, bafe a* (a > 0) immer bem ©renjmert 1 juftrebt, 
mie aud^ h nad^ 9hiff lonoergieren mag. 

3luf ©runb biefed @rgebniffed finb mir imftonbe gu bemeifen, 
ba^ bie gunition d^ burd^meg ftetig ift. ^at man nömlid^ 
lima?„ =» X unb fe^t man aj„ = aj + \, fo ift limÄ^ -= 0. 5Run 
mirb aber 

lim flf« = lim (a* • a*») = a* lim a*» = a*. 
3)amit ift bie ©tetigleit oon (f an ber ©teffe o; bemiefen. 
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2)ie gunftion y = "* log a? bcfinicrtcn mir burdj bic ©leid^ng 
o^ = ir. ffiJir wollen, wie c8 üblid^ ift, bic Sap a grölet afö 1 
anncl^mcn. ®8 fei nun lim a?„ == o? unb alle a;^ grö]^«: ffleiner) 
als X*), folglid^ bie gugel^örigen Sogaritl^men y^ gtöler (Heiner) 
afö ber Sogaritl^muS y oon x**\ SSenn es nun unenblid^ melc 
Pn 8^^^/ i^^^ größer afö y + e (Meiner afö y — «) jtnb, fo wären 
bie entfpred^enben x^ größer al^a^^' (Heiner ate a''"*)/ ^<^^ wegen 
lim ä;„ =» ic unmoglid^ ift. S)ie gunftion ** log x ift alfo für jeben 
f)ofitit)en SSert von x ftetig. 

6. Äi, Äj, Äj, . . . fei eine göi^lenfolge mit bem ©renjwert 0, 
eä fei alfo lim h„ = 0. gerner fei a > 0. SEBir bilben bie golge 

^rizl ^-^ ^-^ ...*♦*>> 

©e|en wir 

a*n = 1 + 5^ 

fo ift, wie wir wiffen lim s^ = 0. ©urd^ Sogaritl^mieren ergibt pd^: 

Ä^loga«log(l + eJ; 

wir woUen afö Sofid bie 3<^^I ^ (enu^en, alfo mit natürlid^en 
Sogaritl^men operieren; log bebeutet bemnad^ fooiel wie 'log. 
3tail) biefen Vorbereitungen wirb 

a*« — 1 *n log a log a 

iog|(i+^.r» 

unb wir erl^alten 

a*« — 1 1 
lim — T = log a ; j-y = log a. 



1(1 + M*"} 



limlog\(l + 8,)^ 

^iergu l^aben wir benu^t, ba^ (1 + cj**» ben ®rengn)crt e 
^at unb ba^ log x an ber 6tette a? = c ftetig ift. 
9Bir l^aben alfo ben folgenben @a^: 

(a > 0) ftrebt bem ©renjwert log a (natürlid^er 



a* — 1 



*) & genügt fold^e f^olgen m betrad^ten. 
**) x uttb bie ffimtHd^en xn feien pofitiö. 
***) S93ir {daliegen avA, bag irgenb ein hn gleid^ 9htll ift. 2)ann 
flnb aud^ aüe £n ungleid^ 9htÜ. 
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Sogaritl^mud oon a) ^n, xocnn h irgenbtoie nad^ 3tuU fon» 
oergiert (ol^ne felbft ben 28ert 9tuK anjunel^men). 

9Bit l^aben l^ier ein (prattifd^ aSerbingd toenig braud^bareS) 
ÜRittel }ttr Sered^nung ber natürlid^en Sogaritl^men geroonnen. 

7. Äi, Ä,, Ä,, . . . fei eine fjolgc pofitit)er GJrö^en mit bem 

®renitt>ert 0. SSSir tooUen onnel^men^ bo^ fte aKe Heiner ald ^ 

finb^ alfo fleiner afö ein SBiertel Don bem Umfang bed SinJ^eitd- 
freife«. 

3n gig. 7 ift ber ®inl^eit8frei8 bargeftcttt. ®er Sogen Ä P^, ben 
mir ftarl g^eid^net l^aben, foQ gleid^ h^ fein. 
Z^P„ ift bann gleid^ sinÄ^, OX^ gleid^ 
cos Ä^ , ebenf ÄT^ gleid^ tgÄ^ . ® er gläd^em 
in^alt be8 Ärei§feItor8 ^0P„ t)erl^ält ftdj 
gu bem Sfnl^alt tc bed (SinJ^eit^treifeä mie ber 
Sogen h^ ju bem ÄreiSumfang 2!7r; er ift 

alfo gleid^ |^ä,. 35aÄ3)reied OJS^P^l^atben 

Snl^alt 2^co8Ä^ 8inÄ„, baS 3)reied OÄT^ ben 

Snl^alt 2^tgÄ„. ®a ber ÄreiSfeltor offenbar größer afe baS erfte 
unb Keiner afö baS jmeite 3)reied( ift, fo l^aben mir 




m-f- 



-cosÄ„8inÄ^<-^Ä, 



2 cos A. 



S)ioibiert man burd^ g^sinÄ^, fo ergibt fid^ 

K 1 

cos Ä_ <C — r— < T-* 

» Sm Ä. COBÄ„ ' 



alfo 



eosh 

n 

9lun ift aber 

lim cos K 



> 



sinh 



> COSÄ_. 



1- lim — 7- = 1 
' cosA^ ■■•/ 



folglid^ aud^*) 



lim 



sinA 



= 1. 



*) SSBenn lim u„ -« lim t(;„ » c ift unb v^ beffc&nbig }ttnj|d^en u^ 
unb w^ Hegt, jo ift oud^ limt?„ = c. 3n ber Xat liegen „fafk alle" 
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Bin ^"^~ Oß\ 8111 iC 

®a — ^ — ^ = ift, fo lönncn wir bic SorauSfc^unfl, 

ba^ affc Ä^ pofttip jtnb, fallen laffcn unb l^abcn fomit folgcnbcs 
Slefultat: 

-j^ fttcbt bcm ®renjn)crt 1 ju, wenn h irgcnbrnic 

nad^ 5Run lonocrgiert (o^ne felbft bcn SBert 5RuII anjunel^men). 

§ 17* Än^nWidf^ ^tW^tn m aJlg^metnun* 

SBcnn eine Beliebige ^oijltn^tÄo^t Wi,«^,«s, . . . vorliegt, fo 
fann man auS il^r eine neue ^olge bilben, inbem man jucrft u^ 
l^infd^reibt, bann % + Wg^ ^^'^^ % + «*2 + % «fto. ©e^t man 

^n = '^1 + ^2 H H «*n/ 

fo lautet bie m\xz ^olge 

^1/ ^2/ ^8/ • • • 

®8 fann fein, ba^ biefe ^olge lonoergent ift, ba^ alfo 5„ 
einem ©renjwert s jufttebt. SBenn bieg ber ^att ift, fo fagen mir, 
ba^ bie unenblid^e 9leil^e 

^1 + ^2 + ^ H 

lonoergent ift (fonoergiert) unb bie ©umme s l^at, unb mir 
fd^reiben: 

s^u^ + u^ + u^-\ 

SBSenn bie Solßc «1/ ^2/ ^s/ • • • ^^^ lonoergent ift, fo fagen mir, 
ba^ bie unenblid^e Srteil^e % + Wg + % + * * * bioergent ift 
(bioergiert). 

^1/ ^2/ ^8/ • • • nennen mir bie 5Partialfummen {s^ bie »=te 
$ßartialfumme) ber unenblid^en Steige. 

2luä ber Definition ber Äonoergenj ergeben fid^ unmittelbar 
folgenbe ©ä$e: 

1. SBenn ^i + w^ + Wg H — • fonoergent ift, fo ift aud^ 
«*v + «^v+1 + Wy^2 H lonoergent unb um geleiert. 

2. SBenn Wj + w^ + Wj . . . fonoergent if 
l^at, fo fonoergiert aud^ bie S^ei^e 

K + ••• + «*„,) + (w„^+i + • • • + t*J + • • • 

u^ unb „faft alle" w^ jtoifd^cn c — b unb c + «. golglid^ gilt baö 
au(^ oon ben v^ unb §n?ar für iebesS ^ofttit^e b. %a^ bebeutet ober, 
bag lim t7„«»c ift. 



t unb bie ©umme s 
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unb f)at bte @umme s. ®d folgt ndmlid^ auS lim $„ » 5^ ba^ aud^ 
bie fjolge 

^«i/ ^nj/ ^»1,/ • • • 

nad^ 5 !ont)ergiert. 

3. SBcnn 

5 = Wj + Wg + W3 H , 

f ift 

as =» awj + ati^ + »^3 + • • • 

4. S3ci einer fonoergenten Steige mufe lim t^„ = fein; benn 
man \)at lim 5„ = s, lim^^^^ = s, folglid^ lim (s^ — ä„_i) 
= lim w_ = 0. 

3)ie Sebingung lim w^ « ift übrigeng für bie Äonoergenj 

ber Steige Wi + ^2 + % H 8W)ar notwenbig, aber Ieinc8= 

roegi^ {|inreid^enb. ^as jeigt und ba§ S3eifpiel ber fogenannten 
l^armonifd^en diexf)c 

1+1 + 1 + 1 + ... 

$ier ift «*„=—, alfo limw^ = 0. 3^ro^bem lonöergiert bie 

Steil^e nid^t. 

3n ber SCat ift bie ©umme ber 2~— 2«-^ - 2«-^ ©lieber 

11 1 



größer als 2«-^. — = 



2„_i. a^-^+i' ' 2'»-i 
1 1 



2 



gummiert man bie q erften (äruppen biefer 3lrt (n « 1, 2, . . . , q), 

fo erl^ält man eine $artialfumme ber Steige, bie größer ift afö -^q, 

eine 3<^^(/ n)eld^e n)ir beliebig gro^ mad^en lönnen. 
5. @ä fei 

unb 

®ann ift 

5 + ^ = % + «^1 + ^2 + ^2 + ^ + «^8 H 

3n ber %at lautet bie 2n=te 5ßartialfumme s^ + t^, bie 
(2n— l)ste .\ + t^ — ^n- 33eibe lonoergieren offenbar nad^ s-\-t. 



32 I. t$un!tionen, ^ttn^tontt, Sieil^en. 

®Benfo ift 

« — ^ =• Wi — t?! + Wj — t;, + t*, — t;^ H 

§ 18. Mfvitlt. 

1. ®ie gcomcttifd^c SRcil^c*) 

1 + ? + g* + g' + • • • 
ift für g == 1 nid^t fottDergcnt, weil 5« = w über atte (Srenjen 
iDäd^ft. SP 9' ^ 1 / fo benu^cn toir, bct^ 

s„«l + g + g« + ... + 3«-i, 
««n - g + ^* + • • • + ^"^ + «•, 

^«(1 - «) = 1 - «^ 



folfllic^ 
alfo 



w« <« »n 



^ 1 — g** ^ 1 2^ 



ift. 3m gattc lö'l > 1 tüäd^ft \sj über alle ©renjen, s„ l^at alfo 
leinen ©renjroert. 3^ ^'affe |ö'|<l bagegen ift limg'*=«0, 
ntitl^in i 

lim .<? s= . 

« 1 — 2 

SBenn g = — 1 ift, fo ftnb s^, s^, s^, . . . alle gleid^ SRutt, 
^1/ ^8/ *6r • • • <^tte gleid^ 1. ®ie ^olge s^, s^, s^, , , , l^at alfo 
imex ^äufunggfteOen. 

•) Wtan bejeid^net f o aud^ bie attgemetnere Sleil^e a+aq+a^-\ — 
@ine geometrifd^e 9leil^e fpielt bei bem berül^mten @ot)biSnta beiS 3eno 
t)on Siea eine ffioUt: ^d^illeiS tierfolgt eine ©d^ubfröte unb lann 
12 «mal fo fd^neH laufen atö fie. 2)ie ©d^ilbhdte bat 5U Einfang einen 
SSori))rung t)on 1 @tabion. SBäl^renb ^(^iQeiS biefe StredEe burd^läuft, 

legt bie @d^ilbfröte — @tabion ^urüdC, il^r SSorft)mng betr&gt bann alfo 
— ©tabion. $at ^d^iße« aud^ biefe ©tredte burd^Ianfen, fo ift bct 

X A 

iBorf|)rttng ber (Sd^ilbhdte nod^ (j^ ©tabion u. f. f. ^d^iHed l^olt bie 
(Sd^ilbfröte alfo niematö ein, fagt 8eno. 3n SBirllid^Ieit l^olt er fie 
ein, nad^bem er bie (Strede s = i + -- + l—\ + f - -j -j ©tabien 

5urüdgelegt l^at, b.l^. l^Stabien. 
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S)ie gcometrifd^c SReil^c l+^ + 3* + 3*H Ion« 

Dcrgictt nur, rocnn |g| < 1 ift, unb man l^at in bicfcm 

Y&-^-i + q + a' + a' + '- 

2. @inc Steige, bercn @5Iicber afirocd^fclnb pojitio unb negatio 
ftnb, ^ei^t eine alternierenbe Sleil^e. @ine fold^e Sleil^e ^at 
bie ^omt 

«1 — «2 + «8 ~ ^4 H / 

unb bie a ftnb aSe pofttit). 

@S gibt geroiffe alternierenbe Steigen, beren JtonDergenj man 
fel^r leidet ben)eifen lann. 3)a3 ftnb biejenigen, bei n)el(i^en 
^1/ «2 /««/•• • eine nad^ 5Rutt lonoergierenbe abfteigenbe ^olge ift, 
alfo 

äBenn man bie ^artialfummen 

Äj = öj, ^2 = öj ^2^ ^8 ^^ ^1 ^ "T ^3/ • • • 

burd^ 5J?unIte auf ber ßal^lenlinie 

borftellt, fo bemerft man, ba^ biefe 5 ^ 

5ßunfte fo liegen, mie eS ^ig. 8 an- m- «. 

beutet. 3)anad^ bilben 

hf ^Zf *6/ • • • eine auffteigenbe, 
^2/ ^4/ ^6/ • • • ei*^e abfteigenbe 

fjolge unb beibe folgen liegen in bem 3nten)aII (s^, s^). ©ie jtnb 
alfo beibe lonoergent, unb ba 






folglid^ 



^2ii-l ^2n •"" ^2»/ 



lim52„_i — limsj^ =« lim a^ „ = 



ift, fo l^aben fte beibe benfelben (Srenjwert s, S){e SReil^e 

«1 — aj + a3 

ift bal^er lonoergent unb l^at bie 6umme s. 9lIIe $^ mit ungerabem 
3nbej flnb größer ate 5, atte mit gerabem S^bej Heiner afe s. 
5Re^men wir alfo jroei aufeinanberfolgenbe 5ßartialfummen, fo liegt 
3 jmifd^en il^nen. 

V9{u® 197: ftomaletDftfi, :3nfinitefima(ti d^nung. 3 
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§ 19* Ärt^ttt mit pnfximn 9lxthttn* 

SQBcnn alle ©lieber einer unenblid^en Sleil^e pofitii) finb, fo 
Bilben bie ^ßartialfunttncn eine au ffteigenbe ?foIge. ©obalb man 
ftd^ alfo überjeugt l^at, ba^ s^ beftänbig Keiner bleibt afe eine fefte 
3al^I g, ift bie Äonoergenj ber Sleil^c gefid^ert; benn s^ l^at alsbann 
einen ©rengroert 5. 

Siegen jwei Sleil^en mit pofitioen ©liebem t)or 

«*! + % + i<3 H unb «^1 + ^'2 + «^3 H 

unb finb bie ©Heber ber erften Heiner ober gleid^ ben 
entfprcd^enben ©liebem ber jmeiten, alfo 

fo folgt au^ ber Äonoergenj ber jmeiten Sleil^e bie ber 
erften, unb wenn bie erfte 3leil^e bioergiert, fo bioergiert 
aud^ bie jmeite. 

S)iefe einfädle Semerlung bcnu^en mir jum Semeife be§ 
folgcnben ÄonoergenjIriteriumS, meld^eS Don b'Sllembert l^errül^rt. 

6ine unenblid^e Steil^e mit pofitioen ©liebem 

W] + 1*2 + i/g H 

ift lonoergent, menn eS eine S^^I Q gi^t, bie fleiner al8 1 
ift unb ,,faft alle" ©lieber ber ^olge 



^1 ' «*2 ' W, 



Übertrifft. 

SBenn bie ©lieber biefer ^olge ,,faft alle" größer 
ober gleid^ 1 finb, fo fonoergiert bie Sleil^e nid^t, meil 
nid^t einmal limu^ = ift. 

3m erften ^allc bcftel^en mit einer enblid^en Slnjal^l oon 2luS= 
nal^men bie Ungleid^ungen 

<g, (w=l, 2, 3,...) 



%+i 



n 



Sft V — 1 ber größte unter ben Sluänal^meinbijeS, fo l^aben mir 
folglid^ 

^v + l < 9.%^ ^r + 2 < «*^f/ • • • 

SluS ber Äonoergenj ber 9teil|e u^ + q% + q^% + • • • folgt 
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auf ©runb bcr obigen Semcriung bic bcr Steige 

W^ + U^ + i + U^ + 2 -\ , • 

alfo aud^ bie ber Steige «i + Wg + «3 + • • • 

3m jroeitcn %aHe bcftcl^en tnit einet enblid^en Slngal^l t)on 
SluSnal^men bie Ungleid^ungen 

^-^1. (.1 = 1,2,3,...) 

3ft wiebcr v — 1 ber größte ber 2luänal§meinbtje§, fo l^at man 

folglid^ 

3)aä wiberfprid^t ber für bie Äoncergcnj notroenbigen 33e= 
bingung lim w„ = 0. 

SBenn einen ©renjroert l l^at, fo ift bie Steige 



u 



• • • 



^1 + «^8 + ^3 + 

im gatte l < 1 lonoergent, im ^alle ^ > 1 aber nid^t; fte fon= 

t)ergicrt aud^ nid^t, wenn lim- - = 00 ift. 2Bä§It man nämlid& 

im erften ^alle b fo Hein, ba^ g = Z + £ aud^ nod^ Heiner al§ 1 
ift, im jmeiten galle b fo f lein, ba^ 1 — b aud^ nod^ größer afö 1 ift, 

fo fielet man (ba „faft atte" -^-- jmifd^en 1 — b unb l + f liegen), 
ba^ im erften gaffe bie Ungleid^ungen < 1 im jmeiten (mte 

a 

im brüten) gaffe bie Ungleichungen ~- — > 1 mit einer enblid^en 
9ln;al^( von äluänal^men gelten. 



n 



Itmotimutg Iier ®lielier. 

^1 + ^2 + W3 H fei eine Steige mit pofitiüen ©liebern, ebenfo 

^1 + ^2 + % + • • • 35ribe mögen biefelben ©lieber entl^alten, 
nur in oerfd^iebener 2lnorbnung. ®ie groeite Steige foff alfo auä 
ber erften burd^ eine gemiffe Umorbnung ber ©lieber entftanben 
fein. 3)ie erfte SReil^e fei lonoergent unb |abe bie 6umme s, 2ßir 

3* 
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lüoffen bcroeifcn, ba^ aud^ btc grocite 9let^c Iont)cr8icrt unb bic 

Summe s l^at. 3« jebcr 5Partialfummc a^ von v^ + v^ + v^-\ 

gibt cS eine größere 5„, in % + Wg + W3 + • • • ^<xn braud^t 
nur n \o gw^ ju mäl^lcn, ba^ in s^, bie ©lieber «^i, v»/ • • v *?« 
alle DorJEommen. Da bie fonft in s„, nod^ auftretenben ©lieber (mie 
überl^aupt alle ©lieber) poptit) jtnb, f l^at man .^ ^ a„ , f olglid^ 

aud^ s > (j^. J^ierauS fie^t man, ba| bie Steige «^i + «^2 + ^s H 

lonDergiert, unb menn mir mit a il^re @umme bejeid^nen, fo folgt 
aus s > tf„ noi) s'^a. aSertaufd^t man je^t bie SRoHen ber beiben 
Sleil^en, fo finbet man a^s, (gg ift bal^er 5 =» <y. 

fflir l^aben alfo ben folgenben ©a^ gewonnen : 
äSenn man in einer lonoergenten Steige mit pofi« 
tioen ©liebern bie ©lieber beliebig umorbnet, fo bleibt 
fie fonoergent unb bie ©umme ber 9ieil^e bleibt biefelbe. 

3Ran tann {td^ leidet überjeugen, ba^ bie Jtonoergenj oon | u^ 
+ I Wj I + I W3 1 + • • • bie Äonoergenj von «i + Wg + % + • • 
nad^ pd^ jiel^t. (S)ie u finb je^t ni^t mel^r atte pofitio.) 

3n ber 2^at ift 

^ \ u„ \ 4- u„ ^ , • ^ I w« I — w„ ^ , , 

0<L_^IZ_«< u\ 0:^Ljlj Jt<\u\. 

= 2 = n 1 / ^= 2 = I n I 

3llfo finb bie Siei^en 

I ^1 I + ^1 4_ \jh_\_ +J*? , I ^8 l_+ ^8 I 

2 ■" 2 ' 2 "• 

unb 



• • • 



«1 I —^1 I I ^» I — '«*« I I **8 I — **S 



^ - + 2" + 2 + " * 

lonoergent, folglid^ aud^ bie burd^ ©ubtraftion entftel^enbe Sleil^e 

^i+^ + ^-i 

3Jlan nennt eine Sleil^e u^ + Wg + W3 + • • • abf olut Ion* 
Dergent, totnn bie Steige | w^ | + | w, | + | Wg | H lonoergiert. 

®ine abf olut Iont)ergente Stetige lann man, wie mir tUn be« 
merlten, immer als Differenj jmeier fonoergenter Sleil^en mit pofi« 



^bfolut fonuergente aieil^en. 37 



tiücn ©liebem barftetten. 3Kan fc^t*) 



^ =sr ^ fff sss ' 



A 



®ann fmb, wie wir wiffcn, bie Sleil^en v^ + v^ + v^ + - - -, 
iffi + ^i + ^i + ' ' ' Iont)er9ent unb l^aben fein negattDeä ©lieb, 
fjemer ift 

alfo Wj + Mj + Wg H bie 2)iffctcnj bet Sleil^en «^i + Vg + Vj H 

unb t«?i + w;, + w's + • • • ®ine Umorbnung ber ©lieber r>on 
^ + «*2 + ^8 + • * * '^ft* P^ i^Ö* baburd^ etreid^en, ba^ man bie 

entfpred^enbe Umorbnung in ben Beiben SHeil^en t?! -f t'2 + ^s H 

unb w^ + W2 + tv^ + - ' ' Dornimmt. ©abei bel^alten fie aber il^re 
Jlont>ergen} unb i^re Summen. ^aSfelbe gilt mitl^in t)on ber Sieil^e 
Wj + w, + Wj + • • •, unb mir l^aben bamit ben folgenben ©a^ ge= 
monnen: 

SBenn man in einer abfo(ut Iont)ergenten Üteil^e bie 
©lieber beliebig umorbnet, fo bleibt fte lonoergent unb 
bie Summe ber SReil^e bleibt biefelbe. 

§ 2h JDniliukt ms }mtx übj$lnt \^nmtx^tnttn Hd^^n« 

3Bir betrad^ten junSd^ft }mei Iont)ergente Sieil^en mit pofitit^en 
©liebem 

«1 + «2 + «3 + • • • wi^i^ h + h + h-^ 

35ie n^te ^artialfumme ber erften l^ei^e Ä^, bie ber jmeiten B^; 
bie ©umme ber erften Sleil^e fei Ä, bie ber jmeiten B. 
Setrad^ten mir bie Sleil^e 

«1 61 + öl &j + aj &i + ttj &3 + «2 ^8 + % ^1 + • • • / 

fo fommen barin alle ^ßrobulte vox, bie ftd^ auS einem ©lieb ber 
erften unb einem ©lieb ber gmeiten Steige bilben laffen. ®iefe 5ßro= 
bulte fmb in ber SBeife georbnet, ba^ bie ©umme ber SnbijeS ber 
galtoren juerft 2, bann 3, bann 4, ... ift. 35ie $ProbuItc mit ber 

*) 8Bin man l^aben, baß leine ber Größen v^ unb w^ berfdjttjtnbet, 
fo {e^e man ettva 

''- = ©+ —2--' «'-=(2-)+'^---- 
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gttbt jcäf ummc w + 1 , alfo a^h^, «a^n-i/ • • •/ ^«-1^2/ ^n^/ P"^ 
fo gefd^rteben, ba^ ber ^nizic von a toäc^ft. 

Stcl^mcn mir irgcnb eine ^arttalfummc S^ ber Slcil^c a^ h^ + a^bg 
+ «3 Z>i + • • • , fo lä^t jtd^ ber gnbcj (i f wäFiIen, ba^ iS', < Ä^ B^ 
ift.*) ®arauä folgt 

3)tc $attialfummcn ber Stetige a^\ + »i^^a + «2^1 + * * * 
fmb alfo aVit Heiner alä -4jB, initl^in ift bic Sleil^e lonoergent. 
S^ire ©umme tooHen wir mit S Bejeid^nen. SRel^men roir je^t baS 
^robuft A^B^, fo lä^t ftd^ ber 3nbej v fo toäl^Ien, ba^ -4„5^ < 6'^ 
ift.**) 2)arauS folgt 

®ic Ungleid^ung S^<,AB jeigt, ba^ 8 (ber ©renjroert t)on 
/Sj nid^t größer als AB fein lann, bie Ungleid^ung A^B^ < S, 
ba^ -45 (ber ©rcnjroert t)on ^„5„) nid^t größer alä 8 fein lann. 

es ift folglid^ 8 = ^5. 

35a bie Slei^e a^\ -\- a^\ + a^\ -\- - - - auS lauter pofi= 
tioen ©liebern beftel^t, fo bürfen roir biefe ©lieber beliebig umorbnen, 
ol^ne ba^ if)re ©umme fid^ änbert. 

Se^t feien 

««1 + W2 + % + • • • w"*> «^1 + «^2 + ^'3 -I 

jmei abfolut lonoergente Sleil^en mit ben ©ummen s bjm. t. 
2Bir miffen, ba^ fic§ eine abfolut lonoergente Sleil^e immer als 3)iffe= 
renj t)on jroei lonoergenten Steigen mit pofitioen ©liebem bar= 
ftetten läfet. 

% + W2 + W3 + • • • fei bie 3)ifferenj ber Steigen 

«1 + »2 + «3 H unb 2>i + &2 + ^3 H 

mit ben ©ummen A unb B, alfo w^ « a„ — &^, s ==» -4 — J5. 
®benfo fei ^1 + t?2 + ^8 + • • • ^^^ 3)ifferenj ber Steigen 

q + ^2 + Tg H unb <?i + (?2 + ^8 H 

mit ben ©ummen unb B, nlfo ^n ^ ^« ~ ^n' ^ =" ^ ~" ■^• 



♦) 3Senn ft. gcnügcnb groß ift, fo fommen in bem auSgcred^neten 
^robu!t A^ B^ ftc|er aUt ©lieber öon S^ üor. 

**) SBenn v genügenb grog tjt, \o fommen in S^ alle ©lieber bei8 

auiSgercdineten ^robultcö AB öor. 
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3tai) bem Dbtgen l^at man: 

ÄC =- ajCi + ai Ca + «2 ^ H / 

ÄD = «iC?! + % c?2 + »2^1 H / 

j5a = &iq + 6i C2 + ftgCi H — , 

folglid^ 

n)eil 

a^Cj + 2»i<^i — ft^c^ — a^c?! = (a^ — öj (c^ — d^) «*» ii^t;^ 

ift ufn). 

®ic Stetige tcd^ts ift nid^t nur lonocrgcnt, fonbcm aud^ ab= 
folut fonDcrgent. 3)aä aUgcnteinc ©lieb in bcr foncergcntcn 
SRcil^e, bic man ^x ÄC + ÄD + BO + BD erhält, b. ^. 

ift näntltd^ größer alg ber Setrag oon u^Vj^, weil | wj < a^+ &,. 

Unb I «^* I < C;t + (Z;fe • 

SIRan barf bal^er in bcr Slcil^e Wi^i + t^t^^ + *^a^i + • • • bic 
©lieber beliebig umorbnen, ol^nc ba^ ftc aufhört ju f onoer gieren 
unb bic ©umme st ju l^abcn. SBir ^aben alfo folgcnbcn ©a^: 

«*i + ^2 + ^8 + ' * * ^^^ ^1 + «^2 "1" ^8 + * • * f^i^^ öbs 

folut lonoergent. s fei bic ©umme ber erften, t bic ber 
jroeiten Sleil^e. Silbet man eine Sleil^e, beren ©lieber bic 
f ämtlid^en $ProbuIte u^Vj^*) finb (i = 1, 2, 3, . . .; ä =* 1, 
2, 3, . . .), fo ift biefe SReil^c abfolut lonoergent unb l^at 
bie ©umme st 

»eif^ilel. SBir mijfen, bafe bic Steige 

i + q + a^-\ 

unter ber 93ebingung | ä' | < 1 abfolut f onoergent ift unb bie ©umme 



(y:^)'= (1 + g + 2'+ • • •) (1 + (Z + g'+ • • 



*) (iebed nur einmal oorlommenb). 
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I. t$unItionen, (S^ren^toerte, 9ieii^en. 



35ie ©lieber u^Vj^ lauten l^ier 

1', Q, a\ q\ 






@d i[t alfo: 

3RuItipKjiercn wir biefe (abfolut Iowergenle) Steige nod^ eim 
mal tntt 1 + g + g*H — , fo ergibt jtd^ eine Sleil^e für \r^:::r) "'^f- 

35ie geometrifd^e Sleil^e gel^ört ju ben Sogenannten 5ßoten jreil^en. 
®ine $ßotenjreil^e ift eine Steil^e, beren ©lieber bie fufjefjtoen 
^ßotenjen einer Qdf)l x jtnb, jebe ntit einem fjaftor Derfel^en. (Sine 
fold^e Steige l^at alfo folgenbe ©eftalt: ' 



• • • • 



®ie ÜQ, «i, ag, . . . I^ei^en bie Äoeffijienten ber ^ßotenj» 
rei^e. Sei ber geometrifd^en JReil^e l^aben pe aHe benfelben SBert. 

SBenn dat ^Potcnjreil^e vorliegt (b. f). il^re Äoeffijienten bc- 
lannt finb), fo fann man fragen: %ixx meldte SEBerte t)on x ift 
bie Sleil^e Iont)ergent? 3)iefe SBerte bilben ben Äonoergenj- 
bereid^ ber Steil^e. 

@d gibt ^otenjreil^en^ bie für alle 9Berte t)on x Iont>ergieren. 
S)ad ftnb bie fogenannten beftänbig fonoergenten ^otenjrei^en. 
eine fold^e Steife ift bie folgenbe*): 



X 



x' 



14-!!i4-::^ 4.1:1. j 

ä9ejeid^nen mir bie ©lieber mit u^, u^, u^, . . ., \o mirb 



u 






X 



i 

« 

f 

■ 

I 



n 



*) nl ift bod $robu!t ber n d^l^len 1, 2, . . ., n. 



^oten^reil^en. 
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@d ift folglid^ lim 



u 






•= 0, unb roir lönncn auf ®runb 



bc8 b'SlIcmbcrtfd^cn ÄrttcriumS (t)gl. ©. 34) fd^Iic^en, ba^ 
I ^1 1 + I ^2 1 + I **8 I + • • • lonDcrgiert. 2)ic bctra(|tctc ^ßotcnj* 
rci^c ip alfo für jcbcn SBcrt tjon o? abfolut louDcrgcnt. S^rc 
©ummc ift, roic wir fpäter feigen werben, gleid^ c*. 

S§ gibt a\x6) $oten}reil^en, bie nur für a? « loncergieren *) 
6ine fold^e Sleil^e ift bie folgenbe: 



$ier ift nämlid^ lim 



u 



*«+i 
u^ 



oo, fobalb a; ^ 0. @8 ift alfo 



nid^t einmal Hm «, = 0. (aSgl. ©. 34.) 

SBenn eine ^otenjreil^e aQ+ aj^x + a^x^-\ für einen »on 

5Rutt Derfd^iebenen SBert Xq fouDergiert, fo ift ft^er lima^a?J = 0. 
Sine font)ergente S^^lenfolge lä^t fid^ aber, wie wir wiffen (x)gL 
©. 15), in ein enblid^eS S^^tcroatt einfd^Iie^en. @3 gibt alfo eine 
Sol^I g, fo ba^ atte ©lieber a„a?; i^rem Setrage nad^ Heiner alä g 
ftnb. 9lun fd^reiben wir 

*» »0 \x^J 

2)ann ift 

<g 



n 



X 



3m galle | a? ' < | a^o | lonüergiert alfo bie SReil^e 

.2 



a. 



weil il^re ©lieber Heiner finb als bie entfpred^enben ©lieber ber 
lonoergenten geometrifd^en Steige 



9 + g 



X 



X. 



+ 9 



'0 I 



X 

x^ 



2 



+ 



®8 gt(t bemnad^ folgenber ©a^: 

SDäenn cine^otenjreil^e für a; = iro (^ 0) lonoergiert, 

fo ift fie im 3«««^« ^^^ ^nUtvall^ (— %^o) otfolut 
lonoergent. 

^ieroud ergibt fic^ ald f^olgerung: 

SBenn eine 5Potenjreil^e für X'-^X^ bioergiert, fo ift fie audj 
au^erl^alb beä QinteroattS (— Xq, X^) nirgenbs lonvergent. 

*) 2rür x^d lonbergiert jebe ^otenjreil^e. 
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Se^t tooUen toxx eine ^ßotenjretl^e betrad^ten, bte nid^t für 
a; = aäcin lonüergierl, bte aber aud^ nid^t beftänbig fonoergcnt 
ift. @8 gibt alfo eine von 3lnU perfd^iebene Qa^ % für weld^e 
fie fonoergiert unb eine S^¥ ^o P*^ weld^e fie nid^t foncergicrt. 
Tq unb Bq feien jroei pofttioe 3o^kn, bie fo gewdl^It finb, ba^ 
r^ < I a^o I unb Bq>\Xq\ ift. 3lai) bem obigen ©a| f onoergiert 
bann bie $otenjreif)e für x == r^, wäl^renb fie eS für a; =« i?o nid^t 
tut, unb es ift r^ < Jf^o- SBir teilen baS gnteroott (tq, Bq) in 2» 
gleid^e Steile. Unter ben S^cilinteroaUen gibt eS bann einä unb nur 
eins, (r^ Bj, roeld^eS fid& ebenfo vok (r^, B^) Derl^ält, fo ba^ alfo 
bie 5ßotengrei^e für x^r^ lonuergiert, für x^B^ bagegen nid^t. 
S)ie ^olge oon S^teroallen 

ift fo befd^affen, ba^ jebeS baS golgenbe entl^ält (als eine feiner 
beiben §älften). r^, r^, rg, . . . ift eine auffteigenbe, Bq, B^, B^, . . . 
eine abfteigenbe §oIge in bem S^teroaH (tq, Bq). Seibe %oU 
gen finb bal^er lonoergent, unb fie l^aben beibe benfelben ©renj^ 
wert g, weil 

ift. S)ie 3<^^I Q ^<^t nun folgenbe ©igenfd^aft: 

3nt ganjen 3>«nern beS S^teroallS ( — (>,(>) lonocr* 
giert bie ^otenjrei^e abfolut. 3ft näntlid^ x ein 2Bert im 
Snnem von (— q, q), fo lönnen mir, ba lim r^==p ift, n fo 
gro^ mäl^Ien, ba| x aud^ im 3"^^^ i>«3 Si^teroaKS (— r^, r J 
liegt. 3)a bie SReifie für r„ lonoergiert, fo ift fte im 3*^^^^ i>^^ 
SnteroaUS (— r„, r J abfolut f onoergent, alfo auc^ für jenen 333ert x. 

2lu^erl^alb beS g^teroalls (■—(>,(>) lonoergiert bie 
^otengreibe nirgenbs. 3ft nämlid^ x ein SBert au^erl^alb oon 
(— p, q) fo fönnen mir, ba lim B„ = g ift, n fo gro^ mäl^len, ba^ x 
anä) au^erl^alb oon (— B^, B^) liegt. 2)a bie ^ei|e für B^ bioers 
giert, fo f ann fie au^er^alb oon (— JB„, B^) nirgenbS lonoergent 
fein ©ie bioergiert alfo aud^ für jenen SBert x. 

3)aS Si^teroatt (— (), ()) nennt mann baS Äonoergenjinter= 
oall ber ^otenjreil^e. () l^ei^t ber ÄonoergenjrabiuS. 

SBenn eine 5ßoten5rei^e beftänbig lonoergent ift, fo fagt man, 
fie l^abe ben ÄonoergenjrabiuS oo. Äonoergiert fie nur für x=^0, 
fo fagt man, i^r ÄonoergensrabiuS fei 0. 



II. 2)tffcrentiatrcd^nuttg. 
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3tteitc8 Äapttel. 

y = f{x) fei eine ^nltton, bic für aHe SBerte cincS gctüiffcn 
Sntcroattä (a, &) befinicrt ift. ©ic wirb geotnctrifd^ bur^ einen 
Äuroenbogen borgeftettt (^ig. 9)*). 

SBir rooHen einen SBert a; in (a, b) inä 9luge f äffen; il^m 
enlfprid^t ber ^unltionSraett f{x), ©rteilen 
wir bem x einen pofitioen ober negatioen**) 
Suroad^ä Jx = h, erfe^en wir mit anbeten 
SBorten x butd^ x + h,^o ex^alitn voit ftatt 
f(x) ben ^unltionSroett /(^c + ä); bie 
gunition y befomntt alfo ben Suraad^S 
Jy = f(x + h) — f(x). ®it)ibieren toxx 
if)n ivixä) ben Smoa^^ Jx=^h ber un= 
abl^ängigen SBeränberlid^en, bem er ent= 
fprid^t, fo entfielet 

^y f{x +h)-f (x) 
Jx h 

2)iefen Sluäbrucf nennt man einen Differen jenquotienten. 

Er l^at eine einfädle geometrifd^e Sebeutung. P unb Q feien 
bie ben 2Berten x unb x + h entfpred^enben Äuroenpunfte. 35ie 
©erabe PQ bilbe mit ber pofttiüen Slid^tung ber a;.'2ld^fe ben 
SBinfcI y***). J)ann ift 

f^x +h)-f{x) 

tggj= — _. 

©er SJifferenjenquotient ift alfo gleid^ ber 3lid^= 
tungälonftanten ber ©elante PQ. 




*) SBir beulen ein reAttoinÜtge^ STd^jetipaar. 
**) X'\-h borf nid^t ouperl^alb (a, b) liegen. SBir muffen ba!)er, 
toenn x^a ift, h auf pofttitoe, tocnn x=b ift, auf negattöe SBerte be- 
fd^rönlen. 

***) S)ie SScbcutung biejcr SCuigfage ift folgcnbe: 3)te x»'ääi\t mug 
fid^, um mit PQ paraßel ^u toerben, fo um breiten, bai ber $unftA 
(ögl. Sig 4) ben 83ogen tp jurüdlegt (ögl. 6. 8). qp ift nur bis auf 
SBtelfad^e bon n beftimmt, tg 9 l^at aber einen ganj beftimmten SBert, 
»eil tg(9+7r) = tgqp ift. tgqp nennt man bie Siid^tungSlottftante 
ber ©erabcu PQ. 
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3Ran lann ben 3)ifferen3enquotienten nod^ auf eine anbete 
SBeife beuten. SBir rooUen x aü bie t)on einem beftimmten Sin- 
fang gered^nete .3^it betrad^ten unb und bann einen ^un!t beulen, 
ber jtd^ fo auf ber Sal^lenlinic bewegt, ba^ er jur S^it x immer 
mit bem 33ilbpunlt ber ^dbji f(x), ober, lurg gefagt, bem 5ßunlt f{x) 
jufammenfäHt. SBäl^renb beö geitinteroattä (x, x + h) ift er ijon 
f(x) naä) f(x-{-h) gelangt. $ätte er f\ä) mä^renb biefer S^i^ 
gleid^förmig bewegt, fo märe baju bie ©efd^minbigleit (3Beg*) 
burd^ Seit) 

f{x+h )-f{x) 
h 

nötig gemefen. 2)iefe ©efd^minbigleit nennt man bie mittlere 
(Sefd^minbigleit bed $unlte8 mäl^renb beS 3^tinteroaIId {x, 
x + h). @ie ift, wie man fielet, gleid^ bem ©iffercnjenquotienten. 

§ 24« 9it Mltxtmi unii H$ JDtferetttiitL 

SBBir motten h mi) SRutt lonoergieren (b. f). irgenb eine**) 
golge Äj, Ä,, Äj, . . . mit ber ©igenfd^aft lim ä^ =» burd^Iaufen) 
laffen. ©8 lann fein, ba^ babei ber ©ifferenjenquotient immer einem 
unb bemfelben ©renjmert Ä }uftrebt, ba^ man alfo immer 



n=:ao 



l^at, wenn liinÄ„ = ift. ^n biefen; gälte fagt man, ba^ f(x) 
an ber @teSe x eine 9lbleitung befi^t unb ba^ biefe älbleitung 
gleid^ Ä ift. 

2)ie älbleitung ift biernad^, falld fie e^iftiert, gleid^ 

f(x4~h) f(x) 

bem ©renjmert beä S)ifferenjenquotienten — -^ ^- 

für nad^ 3tuU lonoergierenbed h. 

3!Han bejeid^net bie 3(b[eituna, um il^re Sejiel^ung }u f{x) 
unb X l^eroortreten ju laffen, mit r (a?). 6s ift alfo 



f(^,)^^f±+^pl^***) 



A«0 



*) 3)er SBeg »irb »ie eine @trede gemeffen (ögl. @. 8), ebenfo 
bie Seit. 

**) SBtr nel^men an, hai Idn hn gleid^ 9htQ ift. 
♦••) h^O unter bem Seichen lim beutet an, baß h nad^ Shitt Ion« 
toergteren foll. goU« x^a, mu6 ä ^)oritiü, foHi? a;«6; muß ä ne* 
gatiü fein. 
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@ine notiDenbige S3ebingung für bte Stiften} ber 3(6lettung m 
ber ©teile x ift bie ©tctigfeit von f(x) an biefer ©teile, ^n 
bet %ai l^at man, wenn f' (x) ejiftiert, 

alfo 

lim j^f{x + h)-'f(x) j ==liinA.lim ^-^+A-^i^ 

^0'f{x)^0. 

^iefe Sebingung ift aber leineStDegg l^inreid^enb. 9es 
trad^tet man j. 8. bie ?JunItion 

/•(a?) = a; sin - , *) 

fo ift lim/*(Ä)«/'(0) = 0; fte ift alfo an ber ©teile x^O ftetig. 
dagegen ^at 

2 12 

feinen ©renjmert. Sö^t man nämlid^ h bie golge ~ / y - / 

12 1 

y— , . . . burd^Iaufen, fo burd^Iäuft sin -^ bie ^Jolge 1, 0, 

— 1, 0, . . . , bie nid^t lon^ergent ift. 

@6enfo mie ber ^ifferen^enquotient ^at aud^ bie 9(bleitung 
eine einfädle geometrifd^e ^ebeutung. Sö^t man h nad) 9luK fon- 
Dergieren, fo lonoergiert ber $unlt Q nad^ ber Sage P (b. 1^. jebe 
ber Äoorbinaten r>on Q na^ ber entfprec^enben von P). 2)ie ©e^ 
rabe PQ bre^t fid^ um ben feften ^ßunlt P fo, ba^ i^re Slici^tungSs 
lonftante bem ©renjroert f (x) juftreBt. 3Jlan fagt, ba| ü^re ®ren j« 
läge biejenige ©erabe burd^ P ift, beren Stid^tungdlonftante ben 
SBert f (x) fyxt 3)iefe ©erabe nennt man bie 2^angente ber 
Äurtje im fünfte P. 235ie ber ®ifferenjenquotient gleid^ ber SRid^- 
tungdlonftanten einer ©e{ante mar, fo ift bie 9(bleitung gleid^ 
ber Slid^tungdfonftanten ber Tangente. 

SBenn mir x ah bie S^xt betrad^teten unb f(x) als bie %h 
fjiffe eines auf ber Sal^lenlinie fid^ bemegenben fünftes, fo mar 
ber ^ifferenjenquotient gleich ber mittleren ©ef d^minbigteit mä^renb 
beS Seitinteroaffä (x, x + h). 

♦) gür a?=0 ift biefe fjorrael fiunloiJ. Söir fefeen aber feft, 
ba6 /•(0)==Ofein fott. 



-1 
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SEBenn btefc Bei nad^ 9iuff lonücrgiercnbcm h einem ®reng= 
wert juflrcbt, fo pflegt man i^n als btc ®ef d^tDinbtgleit beS 5ßunltc3 
jur 3cit X ju begeid^nen. 3)ie 2lbleitung f\x) erfd^eint l^iet 
alfo alä eine ©efd^roinbigleit. 

35aS Differential von f(x) ift baS ^ßrobult auS ber 316* 
leitung /^(o?) unb ber ®rö^e h (bem S^wad^S t)on a;). 5!Wan be= 
jeid^net eS mit (^/'(aj). 6s ift alfo 

df{x) = ro)/'. 

SBenn man bie S5ilblurt)e t)on f{x) burd^ i^re S^angente im 
^Punlte P erfe^t, fo ift ber S^n)ai)^, ben bie fjunftion beim Über« 
gange t)on a; ju a? + A erfäl^rt, nid^t me^r f{x + h) — /"(a;), 
fonbern /"(^)'* ober df{x). Sn ^ig. 9 ift df{x) = BT, 
fix + Ä) - fix) = i^e. 

Senu^en roir bie anbere Deutung (a; bie ^txi unb /*(a;) bie 
2lbf jiffe eines auf ber S^^I^nlinie ftd^ beroegenben fünftes), fo ift 
folgenbcS ju fagen: SQRenn ber $unft bie ©efd^minbigfeit fix), bie 
er jur ^t\X x l^at, immer l^ätte, fo würbe er in bem 3^itii^*crtiall 
{x, a; + ä) bie ©tredfe f\x)h befd^reiben, nid^t mel^r bie ©tredfe 

fix + h) - fix). 

Dem Segriff beS Differentials, ber oon ßeibnij ^errül^rt, 
liegt, wie wir feigen, ber ©ebanle ju ®runbe, eine Äurt)e in ber Um= 
gebung eines fünftes burd^ eine ©erabe ober eine beliebige 33e= 
megung in ber Umgebung eines geitpunlteS burd^ eine gleid^förmige 
ju erfe^cn. 

Die 3lbteitung ber gunftion x ift gteid^ 1, weil fd^on ber 

Differenjenquotient ^'^~— == 1 ift. Snfotgebeffen gilt für bas 
Differential t)on x bie ^ormel 

dx = h. 

Das Differential t)on x ift alfo U felbft. 2Bir lönnen ba^er in 
ber gormel dfix) = fix)h für h baS Differential dx einfe^en 
unb erl^alten bann 

dfix)=^fix)dx. 
§ierauS ergibt ftd^ 

Die Slbleitung ift alfo ein Quotient jweier (ju bemfelben U 
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gel^öriger) 33tfferentiale, ein 3)ifferenttaIquotient. SJlan fagt 
bcSl^alb ftatt „Stbleitung dou /"(o?)" aud^ „3)ifferentialquotient 
t)on /*(«;)". 

2)ie Sered^nung be§ ©ifferentiafe ober mä) beS 35iffcrentiat 
quotienten einer g^unltion nennt man Differentiation (Differenz 
gieren). 

§ 25. JDtferettttÄttott mtx $nmmt, tintx JDtfer^nj, mtB 

SBir nel^men an, ba^ bie Munitionen f(x) unb ^(rr) an ber 
©teile a; 3l6(eitungen /*'(^)/ ^'W ö^fil^n*). 

1. äBenn JP(ir) = f(x) + ^(a;) ift, fo ^at man 

F{x + h)-F{x) _ f{x + h)-m g(x + h)-^g{x) 
h h '^ h 

S)ie redete ©eite l^at bei nad^ 5ßuII lonoergierenbem h ben ®reng= 
mert f (x) + /(a;), folglid^ ejiftiert F'(x), unb eä ift 

F\x)^f\x)+g{x) 
ober lurj 

3)ie 2l6leitung einer ©umme ift gleid^ ber ©umme 
ber Slbleitungen. 

®er ©a§ gilt für eine beliebige enblid^e 2lnjal^l oon 
©ummanben. 

2. ®enau ebenfo beroeift man, ba^ 

{f-9y=f-ff 
ift. 

©ie SCbleitung einer 3)ifferenj ift gleid^ bet S)tffe= 
renj ber 3lbleitungen. 

3. 3e|t fei 

F(x) = f(x) ■ g(x). 
^ann toirb 

F{x+h)-F(x) _ f^x + h)gix + h) -fix)g{x) 
h h 



•) X ift ein SBcrt in einem gntertjaü {a, h), in toe^em f{x) unb 
^(rc) bcfintert finb. 
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S)ic redete ©cite ffai*) bei nad^ 9lutt lonoergiercnbem h bcn 
©renaroert f(x)g(x) + 9{x)f{x), 3lIfo cjtftiert -F'(^)/ "«*> 
man l^at 

ober tut} 

{fgy - fg' + 9f> 

SBenn ^(o?) eine Äonftttnte c \\i, jo wirb /(a?) = (nei( 
fd^on ber ^ifferenjenqnotient Derfd^winbet). ®ann pnben roir 

eine ^ormel, bie aud^ birelt leidet BerociiJbat ift. 

^ür ein ^robult t)on 3 Munitionen l^at man junäd^ft 

{f9hy-f'{9^y + gh'f, 

Um ein ^robult t)on w fjaftoren ju bifferenjieren, 
multipliziert man bie9l6leitung jjebed ^altorS mit allen 
anbern ^altoren unb abbiert biefe m ^robufte. 

fix) 

4. SEBenn F{x) => ^ imb 9{x) an ber ©teile x ungleid^ 
9lun ift**), fo mirb 

F{ x + h)-F{x) _ 1 / f{x + ^ ) ___ /X^\ 
Ä</(a;)^(rc + '^) 



g(x)g{x + K) 

3)ie redete ©eite l^at bei nad^ 3tuU tonoergierenbem h ben 

®re«an,ert 9i-)ff)-m^^-) . , 
° 9{x)g{x) 

*) Wtan bebenfe, bag lim /"(aj + ä) = /"(«) ijl, »eil /*(«) toegen 
ber Sjiftena öon /"(«) an ber @teöe x ftetig ift. 

^ e« lägt fid9 um x ein Sntcröou (a; — «, a;-f-8) fonfhuieren, 
in toeld^em g{x) nirgenbd üerfd^totnbet. &&re haS nid^t mt^iid), fo 

gäbe c5 in jebem ^nteröatt (x x -\ — j eine Stelle x^ , |o baj 

^^aj^^ s= ift. Offenbar »dre bonn lim «„ = a:, alfo wegen ber Stetig^ 
!eit lim^(aj^)=:flr(a;), b. 1^. 0^g{x), »ag nld^t antrifft. 9Str be= 
fd^ränfen ä ouf bai^ 3nteroofl (— s, s). 
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Sllfo ejifttert F'(x), unb man l^at 

jp,//^N _ 9(x)r{x)-f{x)g\x) 
^ ^ ^ g*(x) 

ober {ur} 

38orau89efe|t ift hierbei g(x) ^ 0. 

SWuItipIijiert man bie obigen Formeln für 

(f + ff)\ if-g)', m wni» (f)' 

mit dx, fo nel^men {ie folgenbe ©eftalt an 

1. d{f + g)^df+dg, 

2. d{f-g)^df^dg, 

3. (^C/-^?) - /*d(7 + (7C?/; (f (c/-) =« cd/; 

Jf\ gdf-fdg 



4. 



§ 26. 9tferentiiituin Ux xt^^mt^tvi fimMXmtXi. 

SBir l^aben fd^on oben bemerft, wie ein ^Probuft üon m gal^ 
toren bifferenjiert mirb. 5Kan multipUjiert bie STbleitung jebeä 
^oftorS mit oXitn anbem ^altoren unb abbiert biefe m ^robulte. 

©inb atte m galtoren flleid^ f{x), fo finbet man bie ^ormel 

ober (mit dx multipUjiert) 

d{f^) ^mf^'^df, 
3m ^atte f^x lautet biefe formet 

d(af») = mx'^-^dx, (m- 1, 2, 3,. . .) 
9Bir ftnb je^t imftanbe eine ganje rationale Munition 

}u bifferenjieren. 3)a3u braud^en mir und nur ju erinnern^ ba^ 
baä Differential einer @umme mit irgenb einer enblid^en Slnjal^l 
oon ©ummanben gleid^ ber Summe ber Differentiale biefer ©um« 
manben ift, femer, ba^ ^{pf) *= c^/"/ ro^n c eine Äonftante be« 
beutet, unb jugleid^, ba^ baä Differential einer Äonftanten SRulI ift 

VSiviQb 197: ftotvaletvSfi, ^nfinüeflmaltcd^nuitfl. 4 
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2)ann finben lüir 

ober, TOenn wir btc Slblcitung J^abcn toollcn, 

G'(ir) = maoa^-^+ (m — l)ay^oö^-'^ -\ \- a^^j. 

Sctrad^tcn mx je^t bic rationale ^unftion G{x) : H{x), wobei 

ir(rr) = 60^" + 2^1^"-' + • • • +&n-i^ + 2>n 
fein möge. 9lad^ ber Siegel 4 beg oorigen Paragraphen ift bann, 
xo^n H(x) ^ , 

/^Y_ HG' — GH' 

ober 

^ \h) G' 

dG unb dH wijfen wir aber ju bered^nen. SBir lönnen fomit jebe 
rationale gunition bifferengieren. 

Seifliiele. 1. ®ie 3lbleitung oon «?""* = -z- (w» eine- po= 

X 

jitioe ganje S<^^0 l^^^^tet — wir~("*+^^, wenn a? ^ ift. 
2. ®ie Slbleitung oon y = ^xXd ^^^^' 

, {ex + d) {ax -{-hy — {ax-^ b) (ex + d)' 
^ "" (ex + d)« 

ober 

/ (ca; 4" ^^ — (^^ + ^)^ 

ober enblid^ 

/ ad — he 

^ ""(cÄ + d)*' 

SSorauSgefe^t ift babei ex + d^O. 

§ 27* JDtfer^ntiattott wn a**). 

SBenn y = a* ift, fo l^at man 

^x h h 



*) a ift eine pofttiüe gal^I 



3)iffcrcntiotion öon a^ unb loga;. 51 



a — 1 



"^xa l^ot, wie roit toiffen — t — ben ©renjroert log a (natürltd^cr 

Sogaritl^muS t)on a), alfo ift 

(a*)' = a* log a . 
SnSbcfonbere ift 

®ie ©iponentialfunition e* l^at alfo bie ©igenfd^aft gleid^ t^rcr 
eigenen 2lbleitung ju fein. 

§ 28* JHfer^nttett0tt timi log x, 

SBSenn «/ = log^c*), fo roirb 

^1/ log (a; + Ä) — log ic ^^ \ "^ ^/ 1 



• • 



Ax h h X 

X 
h — 

2Bir f e^en - = ä . S) ann ift 

X 

1 ^ 



^2/ 



= i.log (i+ä) 



k 



Jx X 

3!)a h gleid^geitig mit h nad^ fonoergiert, fo l^at man (ogl. @. 26) 



lim 



Xi + ^', 



e. 



Stifo ift (megen ber ©tetigfeit oon log x, bie mir auf ©. 28 
bemiefen l^aben) ber ©renjmert ber redeten ©eite — • SBir l^aben 
bemnad^ 

^loga; unterfd^eibet fid^ oon loga? nur um einen lonftanten galtor. 
3)a namlid^ 

foift 

*log X ' log a = log X f 



•) a; ift ipofititJ unb ä feinem S3etrage nad^ Heiner al§ a;. S)er 
8ogaritl^mu5 ift ber natürlid^e (S3afig glei^ e). 



52 U. SHfferentialrec^nung. 

alfo 

@d tpirb ba^er 

(nogxY ,^ - . 

S)ic S^^ 1^—^ ^^ife^ i>^ 9)lobuI bcS Sogaritl^mcnfpftcmö 

mit ber Sap a. 3Rvt biefem 3RobuI mu^ man bie natürlid^en 
Sogarit^men multiplizieren^ um bie jur äSafxd a gel^örigen ju er- 
^aUen. 

§ 39. 9iferttttiiitt0tt htt txisnmmttnf^tn fimMxmm. 

man f)at 

sin (a? + ä) = sin o; cos Ä + cos x amh , 



alfo 



sm(a:+Ä) — sina; sinÄ , . cos/i — 1 

~ cos a; —j- — h sm x 



h """•" h ' " — Ä 

SWun ift 

(cos h—1) (cos Ä + 1) *= cos^ A — 1 = — sin*Ä , 
mitl^in : 

8in(a;+^) — sino; Binh . sinA sin^ 

— cos a; -:; sin a? 



h h h l-\'COBh 

3)a 

,. BinÄ ^ ,. sinÄ - 

ift, fo folgt 

(sin xj = cos a; . 

Sei cos X f ommt man in äl^nlid^er SBeife jum S^üt. ®d ift 

cos (a; -J- ä) == cos a: cos Ä — sin a? sin Ä , 
alfo 



co8(a;+Ä) — cosa? . sinÄ . cobä — 1 

^^ — -jr = •— sm a? — r — h cos x t — 

h h * h 



ober 



coB(a;+Ä) — coea; ainÄ sinÄ sin^ 

— i — !--' «= -- sm a; -^ cos x - 



h h 1 + coBÄ' 

f Olglidj 

(cos xf = — sin a; . 
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I)ie gcfunbcnen gortncin laffen fic^ aud^ fo fd^reibeu: 

(sin rr)' -= sin (ä + f-) , 

(cosa?y= cos U + y) • 
Um ig X ju biffcrcnjicrcn, !ann man baoon ouSgcl^en, ba^ 

. flina? 

tg^= 

o cosa; 

ift*). 2luf bicfc SBcife finbet man 

/ y C03ic(8inir)' — sin rc (cosa?)' 



cos'a? 
coß'aj + siii*^ 1 



C08*a; co8*a; 

@S ift alfo 



i+tg^Äj. 



COS'iC 



^l^nlid^ ge^t eS bei cot a;. ^a 



, cosaj 
cot ÄJ = — 



sma? 

ift**), fo f)at man 

/ . v sin a; (cos aj)' — cos a; (sin a;)' 
(cota?) = 7—s 



sin'a? 
Bin'a; + co8*a; 1 



sin' X sin* x 



-(1 + cot^a:). 
es ift alfo 

(cosa;)' -^^ (1 + cot^a?) .. 

SDcr Scfcr BercAnc bic SBDbleitung non unb oon 

' ^ ^ cosa; sina5 

§ 30. ntx MxiMmtxifaif. 

|^Uf«fai^. SBcnn f(a) > unb f(h)<0 ift unb f(x) 
mcbcr Bei a nod^ Bei b nod^ aud^ jmifd^en a unb .5 eine 
Unftetigleit aufmeift***), fo gibt eS jmif ^en a unb h ein c 
berart, ba^ /'(c) = ift. 

•) (£g barf nldbt cos a; = fein. 
•*) (58 barf nld^t 8ina?=0 frin. 

••*) 2Bir »erlangen genau gejagt folgenbe^: SBenn a^Xn^h 
unb limxn^x ift; fo fott immer Mm jf{x„) = f{x) fein. 



54 II. 2)iffcrenttalre(3^itung. 

^le^tnen wir an, ba^ f (x) jroifd^cn a unb h nirgcnbs vzu 

fd^winbct (alfo baä ©cgcntcil beS Scl^auptetcn). Siann tft /* (^^4~) 

entrocber pofitio ober ncgatb. 3^ ^^^'^ %^^^ lönncn bic Sßcrtc 

a^ = ^— , &i =2>, int ^weiten ^Jattc bic SBertc a^ = a , fe^ == ^—^ 

bic SloIIcn t)on a unb h übcmcl^mcn; benn c§ ift /*(ai)>0 unb 
/" (^i) < 0. 3Son a^ unb \ gelangen wir in genau bleiben SBcif c 
ju jwei neuen SBerten a^ unb ftg, f o ba^ f (a^) > unb f (b^) < 
ift, uftt). SEBir gewinnen auf biefe SBeife in bem enblic^en 3wter= 
»all (a, h) gwei monotone ^Jolgcn. ^tie t)on i^nen ift, wie wir 
wiffen (ogl. ©. 21), fonoergent unb beibe l^abcn bcnfelben ®renj= 

wert c, weil h^ — a^^ {-^j (l—a), folglid^ lim {h^ — aj = 

ift. 

®a wegen ber ©tetigf eit oon f (x) 

lim f{a„)^f{c) 

ift unb aHe /*(aj pofitit) finb, fo fann f (c) nid^t negatit) fein. 
f (c) lann aber aud^ nid^t pofitit) fein, weit 

ift unb atte f (6 J negatit) finb. @§ ntu^ bal^cr /* (c) = fein, 
unb bag wiberf prid^t ber ju Slnfang gemad^ten Slnnal^mc, ba^ f (x) 
jwifd^en a unb h nirgenbs nutt ift. 

^olBCtttttB. SBenn /• (a) = J[ , /• (&) = B (^ ^), eine 
3<t]^I jwifd^en ^i unb B ift unb /"(a?) weber bei a nocS) bei 6 
nod^ aud^ jwifd^en a unb h eine Unftetigfeit aufweift, fo 
gibt eö jwifd^en a unb h ein c berart, ba^ fic)^ C ift. 

2Bir bilben, um bief e Folgerung ju beweifen, 9? (x) = j^_. p 

®ann ift 9? (a;) ebenfo wie /" (x) ftetig, unb au^erbem ift 
9) (a)>0, y (6) <0. Stifo gibt e§ nad^ bem §ilf§fa^ jwifd^ena 
unb h ein c berart, ba^ 5p (c) == ift. 2)a§ l^ei^t aber /" (c) = C 

Sleotem Hon WoBe. /"(a;) fei weber bei a nod^ h un= 
ftetig*) unb l^abe jwifd^en a unb & überall eine Slbleitung; 



*) SBir öerlangen genau gefaötfotgenbeS; SBenn a^x^ ^b unb 
lima;^=a ober lim a;„=?& ijt, fo foK immer lim /'(» J =^(a) Jejlo. lim 
A^„)=A&)fein. 
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ferner fei f(a) = f(h). 35ann gibt eä jroifd^en a unb h 
ein ^berart, ba^/^(?) = Oift. 
"* 3wnäd^ft bemerlen wir, ba^ f {x) anä) jmfd^en a wnb & ü&er= 
all ftetig ift. S)aS folgt auS ber ®jiftcnj ber Slbleitung. f(x) f)at 
alfo tüeber bei a nod^ bei b nod^ aud^ jwifd^en a unb & eine Un« 

ftetigfeit. SBir wollen — g— = Jfc fe|en unb bie gunition 

q>(x) = f(x + k)^f(x) 

betrad^ten. x befd^ränlen wir je^t auf ba§ g'^^^'^^^tt (a, a + 2Ä;) 
Offenbar l^at bann y (a?) weber bei a nod^ bei a + 2k nod^ aud^ 
jwif d^en a unb a + 2 ä; eine Unfletigf eit. 
5Run ift 

9> (a) + 9> (a + Ä;) + y (a + 2Ä;) = /• (a + A;) - /• (a) + /* (a + 2Ä;) 

-/•(a + Ä) + /* (&)-/• (a + 2Ä;) = /'(6)-/'(a) = 0, 

unb es befleißen folgenbe äRöglid^Ieiten 

1. y (a) = y (a + Äj) = 9(a + 2Ä)=-0, 

2. 5p (a) , 9? (a + Ä;) , 9? (a + 2 Ä;) nid^t alle gleid^ 3tuU. 

SSm jweiten t?atte gibt eS, weil 

y (a) + y (a + Jfc) + y (a + 2Ä;) = 

ift, unter ben brei ©rö^en y (a) , y (» + k) ,q)(a+2k) jtd^er 
eine pofitioe unb eine negatioe. 2)ann ejiftiert aber auf ©runb 
unfereS §ilfäfa^e8 jroifd^en a unb a + 2k ein c berart, ba^ 

<p(c)=./-(c + Ä)-f(c) = 
ift. 

Slud^ im erften %aUt ift ein foId^eS c t)orl^anben, nämtid^ a + k. 
©e^en wir a^ = c , \ = c + k, f o ift 

a < öTj < 6i < & unb &i — «1 = Y (2> — - a), 

unb baä 3«teroatt (a^, h^) lann, ba /* (a^) = /* (tj ift, bie Stolle 
beS S^t^i^ööHä (a, h) übemel^men. SSon (a^, h^) gelangen wir 
burd^ Söieberl^olung ber obigen Setrad()tungen gu einem S^teroall 
(ag, feg) berart, ba^ 

öi<ö^2<&2<fei unb feg — 02== 3 (^-^i)/ 
femer /* (o^) = /* (&j) ift, ufm, 
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I)te auffteigenbc t?oIge a^, a^, a^, . , . unb bic abftctgenbc 
golge &i/ &2, &8^ • • • f^^^ font)er8cnt unb .l^aben, weil 

liin(&„-aJ = limg)"(ft-a)-0, 
bcnfclben ©renjwcrt |, unb offenbar ift 

©e|en wir alfo a^ « S + ä„, Z»« =* ^ + ^«z f<^ ^P ^n < ^ ^^*> 
Ä^ > 0. SDie Saldier bcr 3)ifferenjenquotienten 

ftnb gleidj, weil /"(aj = /*(ft J ift, bie 5Renner l^aben aber entgegen^ 
gefegte 3^i^^«- ^i^ beiben Duotienten ftnb ba^er entweber null 
ober fie l^aben entgegengefe^te Ztxi^tx^.. SRod^en wir xcoxi bie %^ 
fe^ung, ba^ w„ gleid^ bem pofitit)en unb t?„ gleid^ bem negativen 
Duotienten fein fott unb ba^, wenn beibe t)erfcl^winben, aud^ u^ unb 
v^ gleid^ SRutt finb, fo werben bie tjolgen 

%/ %/ ^8/ • • • unb t^i, Vj, Vg, . . . 

beibe ben ©renjwert /*'(S) i^aben, weil jene Duotienten beibe nad^ 
fiS) Iont)ergicren. ®S ift alfo 

liinw„=/"(l) unb liint7„=/^(|)- 

2)a ti„ ^ ift, fo fann /^(|) nid^t negatio fein, ba v„ ^ ift, fo 
fann f(g) nid^t pofttio fein, golglid^ ift /"© = <>• 

3?a4 bief en SBorbereitungen ftnb wir imftanbe, ben f ogenannten 
SKittelwertfa^ ju beweifen. ®r lautet fo: 

SDäenn i{x) weber bei a nod^ bei 5 unftetig ift unb 
jwifd^en a unb h überall eine 9(bleitung \j^i, fo gibt ed 
jwifd^en a unb fe einen SBert l berart, ba^ 

ift. 

Setrad^ten wir ftatt f{x) bie gunition 

fo lä^t fid^ bie Äonftante l fo beftimmen, ba^ ^>{a) = 9(6) wirb, 
Slud 



9)litteItoertfa^. 
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ergibt jtd^ nämlid^ fofort 



l 



m-m 



a 



Slad^bem X in biefer SBcifc bcftimmt ift, lönnen wir auf q>(x) 
baä 2^l^eorem t)on Slollc anwcnbcn; q>(x) erfüllt nömUd^ alle bort 
aufgeführten SJebingungen: q>{x) ift weber bei a nod^ bei b unftetig 
(weil bieS t>on f{x) unb Xx gilt), tpix) ^at femer jwifd^en a unb h 
überall eine Ableitung, näntlid^ f (x) + X, unb eä ift enblid^ 
(p{a) ^q>{b). 3)a8 3:^eorem t)on SRoHe lel^t nun, ba^ eS jwifd^en 
a unb b ein g gibt berart, ba^ ^'(g) = 0, alfo 



ift. 



r(0 + ^-o,b.^.^-^«r(s) 



eemtiettif^e 3ntet|itetiitiiin beS SRitteItoettfa|e§. 

S!)enfen wir unS ben Äuroenbogen, ber bie gunition f(x) in 
bem IgnteroaH (a, b) barftellt. Ä fei ber SlnfangSpunlt, B ber 
©nbpunit biefeS SogenS. 3)ie ©el^ne ÄBf)at bie Slid^tungSfonftante*) 

m - f(a) 
h — a 

/*'($) ift, wie wir wiffen, bie SRid^tungSfonftante ber 2langente 
unfere§^Äurt)enbogenS im ^ßunlte a? =« g, y = /*(|). 3)er SDlittet 









Sflg. 11. 



wertfa^ fagt, ba^ biefc S^angente parallel gur ©el^ne ift. ßr fagt 
alfo, ba^ es unter ben gemad^ten SSorauSfe^ungen auf bem Äuroen* 



•) 3)ic mid^tuttögfonftante einer @leraben ift (Dat. @. 48) gleid^ 
tgtp, wenn bie Oerabe mit ber ^jofitiöen SRiAtung ber x^S^\t ben 
SJtnlel q> Wlbet. 
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Bogen jwifd^cn A unb B einen ^ßunlt P gibt, in wcld^em bie S^am 
gente parallel ^u ber ©el^ne AB ift. 

SBcnn bie gunftion f{x) burd^ folgenbc ^eftfe^ungcn befi= 
niert ift 

f{p^ = für a ^ a; < &, f{J>) = 1 , 

fo l^at fie jroifd^en a unb 6 überall bie Slbleitung 0. Sagegen ift 

^^fc-^ = ^-A_ . 3)a^ ^ter ber ?!KitteIn)ertfa^ nid^t gilt. Beruht 

auf ber <x(i ber ©teile a: = & Dorl^anbenen Unftetigfeit. 

^ig. 11 jeigt unS eine ^unftion, roeld^e aud^ nid^t ben 3Rittet 

njertfa^ erfüllt, unb jroar bcäl^alB, weil an ber ©teile x =» T" 

leine SDbteitung ejifticrt. 

%Vi^txt (S^teiitoeife ber f^ormel beB aRttteltuettfa^eB. 

©e^t man a^x unb & = o? + ä ober 6 = a; unb a = « + ä, 
fo wirb fid^ I, ba e§ groifd^en a; unb a; + ä liegt, in ber gorm 
^^x-\- %h fd^reiBen laffen, woBei < «^ < 1 ift. ®ie g^ormel 
beS SKittelraertfa^eä lautet bann 

fix^hy-m _ ^.^^ ^^^^ (0 < '^ < 1). 

gatts xMiXi a = X unb h => x + li gefegt l^at, ift h pofitio; falls 
man 5 = a; unb a = a + ä gefegt l^at, ift h negatio. 3)ie formet 
gilt, foBalb f{x) Bei x unb Bei a; + Ä ftetig ift unb jroifd^en 
X unb x + h üBerall eine 3lBIeitung l^at. 

©ic lel^rt, ba^ ber S)ifferenjenquotient h 

ju ben SQSerten gel^ört, bie bie SlBIeitung f{x) jmifd^cn x 
unb x + h annimmt. 

2luä bem SKittelmertfa^ ergiBt jtd^, ba^ eine fyunftion, bie 
in einem ^nteroall üBerall bie SlBleitung 9{uII l^at, ba- 
felBft eine Äonftante ift. ©inb nämlid^ a unb h irgenb jmei 
SBerte in jenem 3ii^teroaII, fo l^at man 

'^\^ - no - 0, 

alfo f{b) = f{a). S)tefe8 3lefultat ift für bie ^ntegtalreci^nung von 
SBid^tiflfeit. 
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§ 31* 'VtxüHtmtxntxvinQ l^tB fiHxtUlmtxtfti1ft$. 

3Ratt fann ben 3JltttcIn)crlfa^ leidet t)ctattgemctnern. g(x) fei 
eine gunftton, rocld^c ebcnfo roic /"(a;) roebct bei a noä) bei 6 un= 
ftetig ift unb jroif d^en a unb b überatt eine Slbleitung l^at. @S f ei 
aber nirgenbä p'(^) ^ ^- ^Bit lönnen bann l fo wählen, ba^ 

9? W =' /"W + ^^(^) 
bcr 33ebingung (p(a) = 9)(&) genügt. 2lu§ 

/•(a) + ^^(a) == f(b) + Xg{b) 
ergibt fid^ nämlid^*) 






m - /(«) 



— T (0 < ^ < 1). 



35urd^ 2lnn)enbung beS 3:i^eoremS t)on SJÄIIe axif g>(ir) er= 
l^alten xoxt: 

alfo 

9ib)~9{a)'-9\^) ^^<^<^)' 

©e^en wir a = x, b==x-\-h, ober J = o?, a = ic + '*/ fo lommt: 

f {x+h)- m _ ri^^Ä) ro ^ '>^ 1^ 

JF(t^) fei eine gunition von u, bie für a ^ w ^ /S befiniert 
ift; f(x) eine ^unltion von a;, bie für a^x^b befiniert ift; 
au^erbem fei f{x) fo befd^affen, ba^ in bem ganjen 3ntert)aII {a, b) 

ift. ©e|en wir bann 

fo gel^ört ju jebem 2Bert o? in (a, b) ein 9Bert von u in (cf, j3) unb 
gu biefem ein SBSert oon y. (Sä entfprid^t alfo burd^ SSermittelung 
oon u jebem 3Bert t)on o? ein SBert oon y, fo ba^ y eine ^nftion 

*) a)a6 ö'W - ^(«) ^ tjt, folgt aus (?(&) - ^(a) = (& - a)^'(ö, 
»eil flr'(l)^0. 
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t>on X ift. 3Bie y t)on x abJ^ängt^ ba3 brü(!t bie gormel 

y = l^(/-(rr)) 

aus. aRan nennt F(f(x)) eine jufammengefe^te fj^^^tion. 

Seiläufig ntad^cn wir foljenbe Semetfung: 

SBenn f{x) an ber ©teile x unb JP(w) an ber ©teile 
^ = /*(«) ftctig ift, fo ift aud^ F(f(x)) an ber ©teile x ftetig. 
Sn ber iat folgt aus lim x^^x immer lim w^= lim f(x^ = w unb 

lim F{f(x^)) = lim JF'Cii J = JF'(w) - l^(/-(a?)). 

aOäir motten je^t oorauSfe^en, ba^ f(x) in (a, h) üBcraH 
eine Ableitung f{x) ^at, ebenfo JP(w) in (a, /S) überall eine Slb= 
leitung F\u), 

X fei ein fefter unb x + Jx trgenb ein anberer SBert in (a, h), 
Seim Übergange ifon a; ju ä; + 2/a; erfäl^rt u = /*(a;) ben S^mad^S 

Ju = /*(a; + Jx) — /"(a:) 

unb y =« JP(w) ben gumad^S 

^y == F{u + ^w) — F{u) . 

3la^ bem fUlittelmertfa^ ift nun 

Jy = ^''(^ + ^^u)Ju*), (0 < -O- < 1) 

folglid^ 

Saffen mir Jx nai) 3bxU Iont)ergieren (mobei eS aber immer ungleid^ 
9luO bleiben mu^), fo mirb 

unb 

lim jdu = lim -j-^x — fix) lim Jx = 0**), 
alfo aud^ 

lim &Ju = unb lim (u + -^^w) = u. 

(ll^ren mir jc^t nod^ bie SBorauSfe^ung ein, ba^ F\u) in 



*) S)iefe gormel gilt aud^, »enn Ju^O ift. 
**) S)ieS hjugten »ir fd^on, loeil loir frül^er betoiefen l^abcn, bag 
aus ber (g^iftenj öon f(x) bie ©tetigfeit tjon A^) «w ber ©teile a; folgt. 
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(cc, ß) ftctig ift, fo wirb 

lim F\u + &Ju) = F\u) 
unb 

3)ad 2)ifferential t)on y entfielt l^ietauS burd^ ^RuItipUIation mit 
dx. SBir l^aben alfo 

dy =» F\u)f{x)dx 
ober, ba 

e?w •■ f(x)dx 

i% 

dp = ^'(w)c?w 

®a8®iffcrcntialoony=»^(w) würbe genau fo a\x^^ 
f e^en, loenn u fel6ft bie unabhängige SJeränberlid^e wäre. 
®a8 ift einer ber SJorteilc ben baS Differential im SSergleid^ }ur 
9lbleitung bietet. 

SBir l^aben Beim Semeife ber ^Jotmel dy==F'(u) du ange* 
nommen, ba^ J^ (u) ftetig ift. SJon biefer 3SorauSfe^ung lann 
man bie ^ormel befreien. Saffen mir J x eine nad^ 5Wutt lonoer* 
gierenbe S^^lenfolge h^, h^, h^, . . . (aUe ä„ ungleid^ 3tnU) burd^s 
laufen, fo burd^läuft Ju bie g^olge J^, h^, Ajj, . . . , mobei 

alfo lim *„ =» ift. 

®S lönnen nun folgenbe ^äffe eintreten. 

1. 3« '^^ Solge Ä?i, ^2, Ä^s/ . . . gibt cS nur eine enblid^e 
9(n}al^I nid^t oerfd^minbenber ©lieber. 

2. 3n ber tjolge ä?i, Ä'g, Z-j, . . . gibt es unenblid^ oiele 
nid^toerfd^minbenbe ©lieber. 

®a im erften fjatte „faft äffe" ä^ gleid^ SButt ftnb, fo gilt 
baffelbe oon ben Quotienten 

f(x+hn) — f{x) F(u+kn)--F iu) ^ 

hn ' hn 

es ift alfo fidler 
unb 

lün ^(!i±i^-li!:(«) =0 = J^W/- (x) . 
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Stn jiDcitcn ^attc möge burd^ Untcrbrüdfung bcr octfd^mn^^ 
benben ©lieber au^ \, Är^, ä;,, . . . bie %ol%t x^, x^, x^, . . . cnt= 
[teilen, unb d^, d^, ^s, • • - feien bie entfpteci^enben ©lieber in h^, 
Äg, A3, . . . 35ann ift 

F{u + Xn) —F(u ) ^ F{u + Xn ) — F( u) ^ %n 

^ F{u + 1in) — F{u) ^ f(x+dn)—f{x) 
Xn ^n 

alfo wegen lim <J„ = , lim x„ = 0*) 

®ibt t^ in \,h^,h^, . . . nur eine enblid^e Slnjal^I t)erfd^n)in= 
benber ©lieber, fo ift a\x6) 

Silben bagegen_bie öerfd^roinbenben ©lieber in k^, \, A^s, • . • 
eine %o\%t ~^^, xg, »3, . . . unb entfpred^en il^nen in \, \, h^, . . . 

bie ©lieber ö^, ö^, ^s, • • • / fö finb bie Duotienten 

f{x + 'än)-f{x) ^^^ F{ii + ^^)-F(u) 



alle gleid^ 5RuII. 3Ran \)at bal^er 

aSir erl^alten alfo F' (u) f (x) afg ©rengroert forool^l, romn 
\ bfe tjolge ^1, dj, dj, . . . burd^Iäuft, afö aud^, vs^tnn eS bie ^olge 

^1/ ^2/ ^3/ • • • burd^Iäuft. S)araug folgt aber*) 

F(u+lc\—F{u) _, 



n 



§ 33. «rffpWe. 



") Sßgl. bie S3emer!ungen am 6d^Iu6 öon § 11. 



ober 
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2. ÄJ^ (oj > unb (i eine Beliebige S^i^O lä^t jtd^ fo fd^reiben: 

3ta^ SRt. 1 ift alfo 

dxf'^-ef' i°8* d (fi log x) = iL c^°»* -^ 

3. 3^ = log/*(a;),f(^)>0. 

, df{x) fix), 

3. ». ift 

d log sin fc = cot a; ciaj , (sin a; > 0) 

d log cot OJ = — igx dx , (cos a? > O) 

a log tg a; = — = —^—z — , (tga; > 0) 



sina;coBa; sin 2a; ^ 

da? 2jä 

sin a; cos a; sin 2 a; 



d log cot a; = ; = . ,^ \ (cot a? > 0) 



4. y = log(a; + yi+a;2). 

d(a;+l/r+i*) dx + dyi+x^ 



dy^ 



a;+Vl+a;« x+Y^-\-x^ 

5«ad^ 5Kr. 2 ift 

(i yT+72 == d (1 + a;2)^ == y (1 +a;2)--^ c? (1 + a;)^ 

3Kan finbet fd^Iie^lid^ 

, dx 

dy- 



yi +a;« 

y^f(x) fei in bem 3ntert)aII (a, 6), einfd^Ue^Iicl^ ber ©rens 
jen a unb 6, überall ftetig. 933ir motten Dcrfud^en biefe ^Junltion 
um}ulel^ren^ b. f). x al3 ^^unftion t)on y ju betrad^ten. ®ott 
bieS ntoglid^ fein, fo barf bie gunition feinen SBert 
mel^r als einmal annel^men; fonft würben nämlid^ ju jenem 
aOSert von y mel^rere SBerte oon x gel^ören, maS unfererem t?unItionä= 
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begriff wibcrfpräd^c (tDonad^ icbctn SßJcrt ber unabl^ängigcn nur 
ein Sßert ber abhängigen SSeränberlid^en jugeorbnet fein foE). 
SBenn alfo c unb c^ jroei cerfd^iebene SBerte auä {a, h) 

finb, fo ift immer f(c)^f (c^), SBir wollen je^t irgenb brei 
SEBerte x^, x^, x^ au8 {a, b) l^erouSgreifen, bie in ber SSejie^ung 

Xi <Z, X^ '^ iTj 

[teilen ^ fo ba^ x^ }n)ifd^en x^ unb 073 liegt. @iB lägt fid^ jeigen^ 
ba^ bann aud^ f(x^) jroifd^en f {x^) unb f (x^) liegt. SBürbe nänu 
lid^ ber SBäert f (a?,) auger^alb beä S^teroatt« (f (x^) , f (x^)) lie* 
gen, fo gäbe e§ einen SEBert C, ber forool^l jroifd^en f{xi) unb f(x^) 
als aud^ jroifd^en f (x^) unb /* (x^) liegt. 2)a bie gunftion f (x) 
ftetig ift, fo mügte fte biefen SBert G an einer ©teile c jroifd^en % 
unb x^ unb au^ an einer @telle c^ 3n)ifd^en 0*2 unb x^ annel^men 
(ogl. § 30). @ä wäre olfo f (c) «/* (c^) unb c < Cj. 

Sluä bem Dhx%m gel^t l^eroor, bag f {x), wenn a? oon a bis 6 
junimmt, entmeber beftänbig toäd^ft ober beftänbig abnimmt. Um 
einen beftimmten ^aff ju l^aben, motten mir «nä beulen, bag f (x) 
bei june^menbem x beftänbig mäd^ft*). 

3Bir lönnen und leidet überjeugen, bag eine fold^e f^unltion 
fxd^ umlel^ren lägt. Ä==f(a) ift ber Heinfte unb B^f(h) ber 
größte SEBert von f (x) unb jjebe S^^^ ^ jroifd^en Ä unb B ift 
ebenfalls ein ^JunltionSmert (nad^ § 30). 3)ie Sffierte oon f(x) 
füllen alfo baS gange ^nteroall (Ä, B) a\x^, 3)a jebcr SBert oon 
ber fjunition nur einmal angenommen mirb, fo entfprid^t jebem y 
in (Ä B) ein unb nur ein x in {a, h) berart, bag y = /" {x) ift. 
X ift alfo in bem ^nteroaH {A, B) eine ^nftion oon y : 

2)iefe fjunition nennt man bie Umfe^rung (bie inoerfe 
?5unItion) oon y = f(x)**), 33ei junel^menbem y mäd^ft offene 
bar q> (jy) beftänbig. 9 (y) ift femer in bem S^teroaH {Ä, B) 
ftetig. ^at man nämli(| in {A, B) eine nad^ y fonoergierenbe 
?5olge ^1, ^2, ^8/ . . . / beren fämtlid^e ©lieber größer (Heiner) aföj' 
pnb***), unb ift a; = g> (y), ic, — g> (yj, fo mug lim x^^^x fein. 
Sunäd^ft finb äffe x^ größer (Heiner) ate x, ®äbe es unenblid^ 

*) SBcTin /"(a?) mit junel^menbem a; abnimmt, fo betrod^ten mir 

**) ©benfo ift y = f{x) bie Umfe^rung oon x^tpiy), 
***) @i8 genügt fold^e ^folgen ju Betrad^ten. 



Umle^^rung einer ftetigen Munition. 
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oiele x^ bie größer afö x + e (Heiner ate 
x — e) jtnb, fo wären bie entfptecl^enben y^ 
größer ate f(x + B) (Heiner ate fix — s)), 
roaä ber S8orau8fe^ung ]imy^^y^f(x) 
roiberfprid^t. 

^ig. 1 2 foK baju bienen^ bie Sejiel^ung 
jmifci^en ben beiben Munitionen y==f{x) 
unb X'^q>(ji) ju t)eranf d^aulid^en. ® jj ift 

ÖX— a? unb Öf'-'y, SBenn ber 5ßunlt X 
fid^ auf ber x^%^^t i n pof itioer Stid ^tung 

t)on X^ nad^ JX^ bewegt (OZ^«« a, OX^ = 6), 

fo bewegt jid^^erjßunlt rauf ber ^«äld^fe in pofitioer Stidjtung oon 

Fo nac^ Y^ (ÖY^'^Ä, ~ÖY~^B) unb umgele^. ©eomctrif d^ 
tommt bie IXmte^rung einer Munition auf eine äSertau^ 
fd^ung ber beiben Jtoorbinatenad^fen l^inaud. 

Semetftttlg. '^mn eine Munition /*(a;) ^wifd^en a unb 2^ 
iiberaU eine pofitioe Stbleitung l^at^ fo nnid^ft f (x), wenn x oon a 
bid h }unintmt. 3n ber %at folgt oud 

f(x + h) — f(x) = hf(x + &h) (0<^<1) 

für Ä> immer f{x +h) — f(x) > 0. 

Sie 9lb(eitung barf aud^ an einer enblid^en älnjal^l t)on Stellen 
nun fein ober nid^t ejiftieren. Sft j. S. /^ (c) — 0, a < c < 6, 
aber fonft im Innern oon (a, b) überaß f (x) > 0, fo wäd^ft f(x\ 
wenn x oon a bis c, unb aud^^ wenn x oon c bis & junimmt. 

3m gaUe f (x) < nimmt f(x) ab. 

SBenn bie ^unftion f (x) beftänbig junimmt, wäl^renb x oon 
a bid b xoli^\t, fo lann fie jwifd^en a unb 2^ nirgenbS eine nega- 
tive 9(b(eitung l^ben. ®d ift nämlid^ für ^ > 

f(x+h)-f(x) 

h ^^ 

@ine negatioe ®rö|e !ann aber nid^t ber ©renjwert einer po' 
jttioen Sal^lenfolge fein. SCfo mufe f (x) ^ fein, fatt« f {x) 
ejiftiert ©benfo mu^, wenn f (x) mit wad^fenbem x abnimmt, 
f{x)£0 fein, faffs f (x) ejiftiert. 

§ 36. »eiftiiele. 

1. y = e* f)at bie Umlel^rung x=^logy. 

2. y =sin X ift ftetig unb nimmt beftänbig }u (oon — 1 bid l), 

IC9ltt0 197: ftotüttletoftli, ^nfinitefimalved^nung. 6 
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wenn a; oon — y bte g- roäd^ft. 2)ic inocrfc gunition a? = 9 (y) 

ift alfo in bcm Snteroatt (-- 1, 1) ftctig unb wäd^ft bei june^ntem 
beut y. Offenbar ift 9 (3O = »»rc sin y. 



tg^ (-f^aj^j) 



^ot bie inoerfe Munition arctg y, 

S)ie inoerfe ^nftion ju y =« cos« (O^a? ^tt) ift arcoos y. 

y — cot a? (0 ^ a; ^ jr) l^at bie im)erf e gunftion arc cot y. 

^ie jpllometrifd^en Munitionen finb alfo bie in^^ 
oerfen ber trigonometrifd^en. 

3. y =a^ \&%i ^, wenn m eine ber 3<t^(^n 1, 3, 5^ ... in 
jebem Qinteroall {a, b) umlel^ren, »eil y' = wa?"*"^ (ba »1— 1 
gerabe) pofttio ift unb nur für a;»-0 oerfd^winbet. 2)ie Umte!^« 

m / — 

rung lautet yy . 

3|l m eine ber Säulen 2, 4, 6, .... fo lä^t fid^ y = a^ nidjt 

in jebem ^i^teroaS umle^ren, wo^l aber in jebem SnteroaS^ meld^d 

bie 9lull nidbt umfd^Keftt. ^ (0/ <x>) lautet bie Umlebrung 

i 1- 

x^ +y^, in (0, — 00) bagegen x^ —y^, 

§ 36. liff ermtintimt ]ier ttnierrieit /unktt0t»m 

y = /"(«) fei für a ^ a? ^ & ftetig unb nel^me beftänbig gu, 
mmt X oon a bid & mäd^ft. 

@8 esiftiere überbied in {a, h) überall bie Ableitung / ' (x) 
unb fte fei nirgenbs null*). 

3ft y eine f efte unb y + ä irgenb eine anbere ga^l jwifdjen 
Ä unb B, ift ferner a? — 9 (y) unb a? + ä — 9 (y + h), f ^at man 

y(y+^)— y(y) * 



h 

folglidj 

1:^ y(y+*)— y (y) 1 
S, S "TW' 

meil mit k aud^ /^ nad^ 9tull lonoergieri 



*) 9la(^ ber iBemerfung am @(^(u6 oon § 84 ift bann f{x) 
fie» pofiat). 



Differentiation ber inDerfen gfunftionen. 67 

Sie inoerfe gfunition l^at alfo jroifd^en A unb B überaß eine 
Slbleitung q>'{y), unb edift 

Stad^bem mir bennefen l^aben, ba^ q>{y) esiftiert, lönnen wir 
und bei ber mirHid^ äSered^nung t>on q>{y) ber in § 32 qit%thtMXi 
Siegel bebienen. 2)ana(IJ ift ba« Differential Don y — f{x) immer 

<*y — f{x)dx, 

ob mir nun o; ober y ald unabhängige Ser^iuberlid^e betrad^ten. 

9lel^men mir y a\% unabhängige SSeränberlid^e^ fo liefert und biefe 

®leid^ng 

dx /, V 1 

®eometrifd^ betrad^tet ift biefe Slelotion ^mifd^en f{x) unb 
(p{y) etma« ©elbftDerftänblid^ed (»gl gig. 12). fix) unb (p{y) 
ftnb SUd^tungdtonftanten ber IturDentangente in F, unb jmor f\x) 
in Sejug auf bie o^-Sld^fe, ^'(y) in Sejug auf bie ^-Sld^fe. 2)araud 
fielet man, ba^ ]ebe ber rejiprole äBert ber anbem fein mu^ (mie 
cot q> oon tg 9). 

§ 37* IKferenttati0ti Her ^klmnetrifi^en ^^unktimun. 

1. 1^ = arc sin x 

l^aX bie Umle^rung a? =• siny. gür — 1 < o? < 1 ift 

dx » cos ^ ({^ 
unb 



cosy' 
alfo: 

, . dx 

d arc sin x - 



^e SBurjel ift pofttio ju nehmen, meil (nad^ ber S)efinition oon 
aro sin) y jmif d^en — -g "^^ ¥ ^^^^' ^^^^ cos y > ift. 

2. y a. arc cos x 

l^ot bie Umfel^ng x «= cosy. gür — 1 < a; < 1 ift 



* 



68 n* Differentialrechnung. 

unb 

dx 



alfo 

, dx 

a arc cos ÄJ « — 



yi — x^' 

S)ie äBurjel ift aud^ ^ier pofitio )u nel^men^ toeil (nad^ ber 2)efu' 
nition oon arc cos) y gwifd^cn unb n liegt, alfo siny > ift. 

3. y = arc tg ic 

^at bie Umlel^tunö x^tgy. %ixx jebeS x i[t (»gl. ©. 53) 

dx'^{l +tg^y)dy, 

alfo 

, da; 

dy-r+x^ 

b. ^. 

4. y = arc cotrc 

l^at bie Umlel^rung x « coty. gür jebeS a; ift {r>%l ©. 53) 

da? = — (1 + cot^y) dy, 
alfo 

da; 



l + rc" 
b. ^. 

aarc cota; =» — - ,— ,- 

§ 38. JDtferentmtiim htx ^t^itn}xtVitn. 

®ie 5ßotengreil^c a^ + a^^x + a^x^ -\ , beren Äont)crgenjs 

rabiuS nid^t gleid^ 3tull fei, fteÖt im Innern bed ^onoergenj^ 
interpaHä eine gunftion f(x) bar. SSäir wollen jeftt oerfuc^en, bie 
älbleitung oon 

f(x) — ao + a^x + a^a^ -\ 

ju bered^nen. 

SBdren „f aft atte" ftoeffijienten gleid^ SRull, alfo f{x) eine ganje 
rationale fjunition, fo l^ätten wir 

f'ix) = a, + 2a^x + Sa^x^ + 



• • • 



a;\n-l 
0/ 



3)tfferentlQtlott ber ^otenjrcil^eii. 69 

SBir werben beweifen, ba^ biefe ^otmel immer gilt. 3^^ 
ttäd^ft jeigen mir foIgenbeS. 
®ie ^ßotenjreil^e 

aj + 2020; + Sa^x^ + • • •/ 

l^at benfelben Aont)ergettjrabiug mie 

«0 + «1^ + (h^^ H 

Sft X ein Beliebtger 2Bert im S^ncrn beS Äont)crgcngintcr= 
Dtttteä von üq + a^x + a^x^ + • • •, fo lönnen mir im Si^^^c^'t 
biefeS ^ntevmUe^ Xq fo mäl^len, ba^ I ^ I < I ^o I ^P- 2Bir roiffcn 
(t)gL ©. 41), ba^ fid^ bie S^^^ ««^S' ^'f<^ ^"^ ^^^ 3<^^fc« 
a^icj-^ atte in ein enblid^eS g^terDatt {— G-, G) einfd^KeJen 
laffen, fo ba^ | %xl \ < G ift. 3l\m l^at man aber 

n n \x^ 

folglid^ 

I wa^a;«-^ I < G - nf ^ (^ - ^) 

a5a I ö[ I < 1 ift, fo lonüergiert bie SRcil^e (ögl. ©. 40) 

1 + 2^ + 3g^ + ••• 
alfo aud^ 

|ai| + |2a,a;| + |3a8ir*| + --- 

3ft X ein SBBert im 3««^^^« i^^S ÄonDergengintcroaffö t)on 
Ol + 2a2aj + SajÄJ^ + • • •/ fo font)ergiert bie Sleil^e 

alfo aud^ bie Sleil^c \a^x\ + 2 loaa?^! + 3 \a^oi?\ + • • • unb \xm 

fo mel^r bie Sleil^e | »o I + I ^i^ I + I ^s^* | + * • * 

3lud^ bie Stetige 2 • la^ + 3 • 2a^x + 4 • ^a^x^ + • • ., bie 
aus % + 2a,a; + ^a^x^ + • • • in berfelben SBäeife*) entfielet wie 
biefe (xa^ % + a^x + a^x^ + * ", l^at baäfelbe ÄonoergenjintertjaH 
mie a^ + »la; + «2^* + * • • ®a8 ©leid^e gilt t)on ber SReil^e 

3 • 2 . laj + 4 • 3 • 20^0; + 5 • 4 • 3aßa?* H u. f. f. 

SBie biSl^er feien x unb x^ jmci SBcrte im S^nem bes Äon= 
t)ergenjinten)att3 ber Sleil^e % + a^x + a^x^ + * * *, unb eä fei 
I a? I < I ^0 1 Unter h motten mir eine nadj 5Ruff lonoergierenbe, 

*) 9lämli(^ burd^ gliebtoeife aui^gefü^rte Differentiation. 
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ober non 9{uD oerfd^iebene ®ra|e nerfte^ unb onne^en*)^ ba^ 
oud^ I a? + Ä I < I ajQ 1 . 2)aim tfi 

h ^^ h '^^ h 

+ «B J 1 

6uteal^en toir ^ieroon 

g)(a?) — «1 + 2a,a; + 3a|flc' + • • •, 
fo lammt: 

Slad^ bem SRitteImertfa| ift mtn: 

moSei |^ jtmfd^en o; tmb 2; + /» liegt @d mirb l^iemad^ 

Xuf ®tunb bed 9RttteIn)ertfa|ed ift aber ferner 

toobei 1^ }nnf(j^en :r unb ^^, alfo jtd^ jwifd^en o; unb a; + ^ Kegt. 
XDed in aKem ift olfo: 

mtt^tn 



n>eil 



(« + Ä);W'_^^_, 



<n(n- 1)1*0 l""*l*l/ 



fJ<kol">*ll«-*l<l*l- 
3e|i Idtmen toir oBer fd^t^en**): 



*) ^iefe 9[nna]^me ift toegen lim A — erlaubt. 
♦*) ©ei einer abf olut lonöergenten Weilte ift | t*i + «1 + 
ileiner ober gleid^ l»i 1 + l«i H 



^ered^tttttig ber Sogoritl^men. 71 

2)avauS folgt 



ober 

lim ^(^ + *)-/^(^) - y(«), alfo y(a;) - r(«). 

©ic ^otcnjrcil^e ao + ct^x + a^x^ H l^at alfo im 




§ 39. Tirmtv^mstn. 

Sere^ittttttg ber 8ogatit]||meit. 

@S fei I a; I < 1. Die ^nliion 

f(x)^\og(l+x) 
^at bie SlBIeitung*) 

f(^) - rJrS - 1 - a? + ic* (09I. ©. 33.) 

2)iefe ^otenjreil^e ift aber bie SKIeitung oon 

@d ifl alfo 

2)araud folgt (ogl.®. 68) 

F(x) — f(x) — c 

(c eine ffonftaitte). 9lun fyd man aber F(0) — /"(O) — 0, alfo 
aud^ c - 0. aRitl^in ift F(x) - /"(a?), alfo 

log(l + a;)»f ~^ + ^-... (\x\<l) 

3n biefer Sleil^e bürfen toit, n)eil babei | ^ | < 1 bleibt, x burd^ 
— o; erfe^en. 9Bir erl^alten baburd^ 

log(l-a?)--Y-y-y 



*) 9Ran benle an bie Differentiation ber jufammengefeftten 
Sfttnitionen. 



72 n. S>iffcraiftkhf^^aaB9. 



SuUnil^icit num Vu\t Bfibtn 9tü^fn, f o agibt fU^ für 
log (1 + ar) - log(l -x) - log J±| 

Ott ^0i'UI€l 

3ß fi eine ber 3^Ien 1, 2, 3, . . ., fo borf num in biefer ^onnel 

offenB<nr 

_ 1 

f e^^en. 2)itnn nritb ober 

i — x^ 2n ~" n ' 

unb man etl^It 

^r n » 1 liefert biefe ^ormel 

@c^t ttuin 

f nnrb 

log2 = «, + «,, 
unb man ^ot 

**' 8(2ir+l)9* (^ + ?+»• + " 7 

alfo 



B.< 



1 



V ^ <o/o-. I <\ör-l 



12(2y + l)9' 

^tentad^ ift ed leid^t^ log 2 mit t>orgefd^ebener ®enauigleit ju 
bered^nen. 

%iJiv n «i 4 liefert unfere Formel 



aSeted^nuiifl bei Sogatit^men. 73 

log5-21og2 + |(l + 3^ + ^ + ---)- 

$ierau3 lä^ ftd^ log 5 mit Dorgefc^riebener ©enautglett bered^nen. 
SBir fötmctt alfo aud^ log 2 + log 5 = log 10 beliebig genau be- 
red^nen unb 

^ = 1-3^'*) 

ben 5!RobuI (og(. ©. 62) ber gemeinen Sogaritl^men (b. 1^. ber 
Sogorit^men jur SajtS 10). 3RuItipIijieren roir bie fjormel für 
log (w -f 1) — log n mit M unb fd^reiben ftatt ^®log furj Log, 

fo gewinnen mir 

Log(n + l) — Logw 

" ^-^\2n + 1 "*■ 8(2n+ 1)» "*" 6(2n+ 1)» "^ " / 

ÜRit ^ilfe biefer f^ormel lö^t fid^ eine Sogaritl^mentafe( bered^nen. 
SBünfd^t man bie Sogaritl^men bet ganjen 3<»^l^ ^^n 1 bis 10^ 
fo genügt ed^ bie Sogatit^men bet ö^teSigen S^^^Un ju bered^nen 

(benn eS ift j. ». Log 13 - Log^^ « - 3 + Log 13000). 

3n obiger gormel ift alfo n ^ 10*. ©e$t man nun 

Log(n + 1) — Logw - g^^qpj + *„, 
fomirb (meil 2JIf<l) 

*» ^ 8(2n + l)»("^ + (2n + l)« "'' (2n + l)* "' / 

ober, ba 

. , 1 I 1 I „ 1 _ (2n+l)» 



(2n + l)* ' (2n + l)* ' 1 2n(2n + 2) 

(2n + l)« 

ift, 

" ^ 12n(n + l)(2n + 1) ^ 24n» ^ 10"* 

Äennt man alfo Log n (mic eS j. 8. bei ber Slnnal^me n =■ 10* 
ber fjaß ift), fo ift 

Log(w+ 1) « Log» + :f^^ 
bid auf meniger ald eine ®inl^eit in ber 13. 2)e3imale. 

*) max ftnbet Jlf= 0,4842944819 . . . 
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8ere4ttttitg ket S^ÜI ^' 

@d fei toieber | o; | < 1. ^ie Munition 

9(05) — arc tgo; 
l^at bie 9(BIettung 

^ ' (^^ "" HM? = 1 - ^^ + ^ 

SDiefe $oten}veil^e ift aber bie Sbleitung t)on 

@d ift alfo 

<p'(a;) - g,'(a;) 

folßlid^ 

c iji ober, weil ö>(0) = unb 9(0) — 0, gleic^ Slutt, tnitJ^in 

arctga;«rr — y + y (| a? | < l) 

©ejfen vm*) 

fo wirb, wenn < x^< 1 ift, 

1 — a? J ^ "" * J 
«-arotga?^-l-a:, 8~ + ~6 



• • • 



eine altemierenbe Steil^e, in weiter bie Seträge ber ©lieber eine 
obfteigenbe ^olge bilben. gn ber 3^at ift nad^ bem in § 31 bemie» 
fenen t)eratt9emeinerten SWittelwertfa^, wenn wir f(x) — a?'+*, 
g(x) =- a?»''-^ fe^en**). 



i-a:*''+^ 

n 



_ m) - /(«.) _ r (s.) 



(80 + 1)1^- 8«.+ l ^ »y + l 
»eil a;, < I, < 1. 4M<t<tuB folgt aBet 

2V+1 ^ 2fr_l 



*) S)iefe 9ia]^e ift fonüergent (üqL @. 83). 
*0 2)ie »ebittgung g'(x)^0 ift erfüllt. 



^ered^nung ber S^^l n. 75 

Sei einer altemierenben Steil^e biefer 9(rt ftnb ahtx, wie wie tox^m, 
bie !ßartialfumnten mit ungerabent ^vbej^ gtö^et^ bie mit gerabem 
Snbes Heiner afö bie ©ummt ber Steil^e. 3Rit^in ift 

1 — aj' 

Saffen mir nun o;^ nad^ 1 Iont)ergieren (n)o(et aber innner a;^ < 1 
bleibt), fo ergibt ^d^ 

lim (5 — arc tg a;J = 0, 
alfo 

limarctgic^-arctgl^jr. 

2)amit ift beriefen, ba^ unf ere f^ormel für axc tg a? aud^ im %aUt 
0? — 1 nod^ ßitt*). 2)a nun arc tg 1 =» ^ ift, fo l^aben mir 

Sad ift bie Seibnififd^e Sleil^e für ^, bie ober für bie Sered^nung 

oon 7c fel^ ungeeignet ift. 

9m bequemflen mirb bie 93ered^nung vtm tc, memt man ftd^ 
folgenber tlberlegung bebient. 

S[u8 ben Formeln für cos (^^ ± 9?,) unb sin (9^ ± 9») f^Ig^ 

tg(<3Pi±g>,)-nFtgcp,tg<p.- 
3ft mm tgg? —g^ fo mirb nad^ biefer gormel 

tg4g>-jj5-l+jj5, 

$iemad^ l^at man 

4(p-.?«arctg2i^. 



♦) 3tt dl^ttlidjer »af e aelgt man, ba| bie gormel für log (l + x) 
aud^ im gatte aj—l nod^ gilt, ba| alfo log2 = l— -+-— -H ift. 

« o 4 



76 11- 2)ifferetttlalrc(i^nuttö. 

SlnbctctfcitS ift 9 = arc tg-, alfo 

J=4arctgi-arctg2j5, 

b. f). 

\239 3 . 2393 ^ 6 • 239» / 

9lad^ bicfcr tjormel l^at man tu Bis auf 707 S)cjtmaIftcHcn 
bercdjnet. ®S gibt ein paar franjöfifd^c 3Scrfc^ mit bercn $ilfe man 
fid^ bic crften 30 3iff^n t)on n mcrfcn lann. ©ic lauten: 

Qne j* aime ä faire apprendre an nombre utile aux sages! 
Immortel Archim^de, artiste ing^nieur, 
Qui de ton jugement peut priser la valeur! 
Pour moi ton probläme eut de pareils avantages. 

Stfe^t man jebeS SBort burd^ bic S^^I fci«^^^ Sud^ftaben, fo 
etl^ält man bie erftcn 31 S^ff^« ^^n n; l^inter ber erften t)on i^nen 
fielet baS Äomma. Sluf biefe SBeife ergibt jtd^: 

jr =- 3, 141592653589793238462643383279 . . . 

Set tinomiff^e Se|t{a^. 

SBir fd^irfen folgenbe Semerfung t)orau8: 

aßennjmei 5ßotenjreil^en für |aj| < ^ Iont)ergieren unb biefelbe 
©ummc l^aben, fo finb fie überl^aupt miteinanber ibentifd^. 3ft 
nämlid^ für |aj| < ^ 

ÜQ + a^x + a^x* + •••=« ^0 + ^1^ + ^Ä^* + • • •/ 

fo ift aud^ (oergl. § 38) 

a^ + ^OjOJ + Sa^x^ + • • • =5i + 2h^x + 2h^x^ • • • 

Siefe ©leid^ung lann man mieber bifferenjieren uff. @e^t man 
überall a? = 0, fo ergibt fid^, ba^ attgemein a^ — h^ ift. 

@ä fei nunmel^r m eine pofitioe ganje ä^^L fflBenn man 

(1 + a;)»»« (1 + x)(l + X)"'(1 + X) 

auSmuItipIijiert, fo ergibt fid^ ein SRefuItat oon folgenber fS^tm: 
(1 + a?)** =- 1 + CjÄJ + c^x^ + CjÄ^ H *) 



®ic S3inomiatfonneI. 77 



S)ut<$ S)ifferenttatton etl^ält man 

w(l +a;)'»-i=Ci+ 2c^x + ScgO^H 
aRuIlipHjiert man bcibcrfcttä mit 1 + a;^ f o lommt 

+ c^a; + 2rja;^ + 
Slnbcrcrfcit« ift aber 

^araug folgt 



Ci= w. 


2^2 — (w — 1)^1, 3^3 — (w — 2)C2, 


alfo 

m 


i»(w — 1) m(m — l)(m — 2) 
^ 1.2 ' ^» 123 


aRan pflegt 




i»(m l)(w 2) . . . (w Ä; + 1) /7. _ -t q 



1 .2-3* -Ä; 



mit (?) ober {m)i^ ju bejeid^nen.*) 

9Zad^ bem Dbigen ift bann 

(1 +«.)-= l+(7)a:+g)a;«+...**) 

2)iefe ^ormel ift ber binomifd^e Sel^rfa^ (bie Sinomial^ 
formet) für pofitioe ganjjal^lige @£ponenten. 



SQBir miffen, ba^ für 
ift. 3)a nun 

(i')---^:t<-'=(-»' (»-'.^.3,...) 

ift, fo lönnen mir fd^reiben 

(1 + xY^^ 1 + (■"/)a; + (""/)^+ • • • 

*) S)iefe ^e^eid^nung tpenbet man aud^ an, toenn m ntd^t ganj 
unb pofitit), fonbem eine beliebige anbere S^^l ift- 

■^ ^e 9lel^e brid^t ab, ba (w)^. für äj > m öerf^winbct. 



78 11. ^ifferentialred^itttng. 

2)ie Sinimtialformel gilt alfo aud^ (t)oraudgefe|t^ ba^ I ^ I < 1 ifO 
füt bcn ©gponentctt — 1. 

98ir xooUm je^t eine ^oienjreü^e fud^en^ bie im Innern il^red 
Aont>ergen}inten)aS8 mit ftd^ feKft tmtltipligiert 1 + x Uefett. 31^ 
Xnfangdglieb ift offenbar gleid^ + 1. SSir tonnen aber amtel^men, 
ba^ es gleid^ 1 ift.*) ^onn lautet bie ^otengrei^e 

1 + a^x + 02^'+ • * •/ 
unb ed fo0 alfo im Snnem il^red JtonoergenjinteroaUd 

(1 + a^x + agfl?* + • • •)(! + OiX + a^a^ +•••)=■ 1 + a? 
fein. Differenzieren mir, fo lommt 

2(1 +jiiX+a^x^y\ )(ai+ 2(hx + Sa^x*'\ ) =» 1. 

5Dlultiplijieren mir auf beiben Seiten, mit -1 + ajÄ? + Oja:* + • • • , 
fo ergibt fid^ 

2(l+rr)(ai+ 20,^?+ Sa^x^-] )«l + aiir+ a^x*'\ 

b. ^. 

ai + (2a,+ai)a?+(3a3+2a,)a?*+ ...=--(l+aia;+a,aj*+ •••). 

hieraus folgt 

Ol»-, 2ajj-ai(--l), 303-0,(2-2), ..., 



alfo 



Sa 



'\' ^^-^Gl 



«i-UJ/ ^«-V2 



^-©3' 



a ^x 

n— 1 



•«^" 



n 

a; 



a^x" i — w + 1 



bem ®ren}mert — x guftrebt, fo l^at bie ^otenjreil^e 

ben Jlonoergengrabiud 1 (ogl. @. 34). @e|en mir 

/•(*)-!+ (§)/ + ©/*+•••/ (.-l<x<l) 
fo ift nad^ bem Obigen 

2r(a:)(i + 0?) = f(x) 

*) ^nbemfoEi» mttltipU§ieren toir bie 8let^ mit — l. 



^ie ^inomialfotmel. 79 

ober, wenn toir burd^ 2(1 + xy btoibiercn, 

l + x 

b. ^. 

/-t«) y _ „, 

alfo 

f(x) - c(l + xf- 
^te Jtonflante e ifit aber g(ei(^ 1, roeil für a; =■ fotoo^l /"(a;) als 
aud^ (1 + aj) 9ltt<i& 1 »«b. ®8 ift fomit 

(- 1< a; < 1) 

^ie Sinomialformel gilt alfo auc^ für ben (Ssponenten 

2^ rocnn | a: | < 1, aber nid^t, toenn | a: | > 1 ift. 

3e$t fei ft eine beliebige, aber oon 0, 1, 2, 3, . . . oer* 
fdjiebene Sal^I. SQBir fud^en eine ^ßotenjreil^e, bie für | a; | < 1 gteidj 
(1 + xy^ ift. ©ie l^at bie gorm 1 + &iaj + \x^ + • • •, wnb wir 
©erlangen, ba^ für | a? | < 1 

l+\x + \x^ H ^{1 + xY 

fein fott. Surd^ S)ifferentiation ergibt fid^*) 

\ + 2&,a;+ Z\x^-\ = Kl + ^)""^- 

SKuItipKjiert man, beiberfeitä mit 1 + a;, fo lommt 

(l + a;)(&i + 262a? + 36,a?*+ • • .) = ^(l +6ia?+&ja;*+ • • •). 

S)araud folgt 

fo ba^ ^ J^ n — ^ ^n-\-i ^ "^^ "" ^ lonoergiert unb bie 
fi 

^otenjreil^e 

*) Sgl. bie ^tfferentiationiBregel in 9h. 2 bed § S8. 



70 



n. 2)ifferentiaIteil^ttmtQ 



aber von 3luU oerfd^tebene ®¥ö^e Devftel^en unb annel^men*)^ ba^ 
aud^ [ a? + Ä I < I ajjj I , ©onn ift 



f(x+h)^fix) _ {x + h)^x (x + hy 



— a?' 



+ a,^^±J^ + 



Subhral^teren toxt l^ieroon 

q>(x) == % + 2aja? + Sojic' + • • v 
f0 lommt: 



3tai) bem SRittelwertfa^ ift nun: 



(x + hf—x* 



ni 



n-l 



wobei S^ }n)tfd^en o; unb x + h liegt @d n)irb l^iemad^ 

äluf ®tunb beS 9RitteIn)et:tfa|ed ift aber femer 

n^obei $^ gn)ifd^en o; unb $„, alfo fidler }n>ifd^en o; unb a; + i^ Kegt. 
Med in aDem ift olfo: 



mitl^in 



weil 



(x + hy-^-x* 



(x + Kf^x* 



— 41«**" 1 



n««-i-n(n-l)|--»(|,-a!). 



— n«"~^ 



<«(«-l)|a;ol"-*|A|, 



|J<|«o|u«b||,-a;|<|Ä 
3e|t fönnen wir a6et fc^eifien**): 
f(a> + h)-f(.x) _^^^^ <iÄ|(2.l|«,| + 3.2|a,x„|+.-) 



*) ^iefe ^nnofynt ift toegen lim j^ — erlaubt. 
♦*) ©ei einer abf olut lonöergenten Stetige ifk K + «, + 
Heiner ober gleid^ I «i I + l«*i i H 



^ered^ttung ber Sogoritl^men. 71 

Z)arauS folgt 

ober 

lim ^^^ + ^]-^('') - y(»), alfo <pix) - r(»). 

S)ic ?Potcttjreil^c ao + «la? + (h^^ H ^<^^ ^flo iwt 

^nnern il^red Aon9etgen}interoandüberaII bteSldeitung 

o^ + ^(h^ + Sojic* H 5Kan erl^ält fic, inbem man btc 

Stetige Oq + a^x + a^a? H gltcbtoctfe biff crengtcrt. 

§ 39. %vmtv^m%txi. 

8ered|itttttg ktr Soguritlmeit. 

S8 fei 1 0? I < 1. S)ie ^nftion 

/•(o?)- log (1+0?) 

I^at bie Slbleitung*) 

fi^) - rf^ - 1 - 0? + X» (t)8l. ©. 33.) 

3)iefe ^otengreil^e ift aber bie SDbleitung t)on 

_,/ N X X* . x^ 

^(*)-T-T + T 

@S tjl alfo 

F'(x) - /'(«), i. ^. (F(x) - f{x))' - 0. 

f>(itauS folgt (ogl.@. 68) 

Fix) - fix) - c 

ic eine l^onftante). 92un \:)<A man aber f (0) — /(O) — 0, alfo 
au(^ c — 0. aRtt^tn ifl Fix) — /"(«), alfo 

log(l + a;)-f-^ + ^-... (k|<l) 

2ln biefer Sleil^e bürfen xm, weil babei | o; | < 1 bleibt, x burd^ 
— X erfe^en. 9Bir erl^alten baburd^ 



log(l — a?) — 



X X* X 



t 



2 



*) ^Btßm, bettle an bie S)ifferentiaHott ber ^ufamtnengefet^teti 
Sttnftloiteii* 



82 M. 3)ifferentialrc(i^nttnö. 

ober^ ba naäf § 32 

dF'(u) =- F'\u)du 

ift, 

cfly « F'\u)du^+ F\u)d^u. 

3Beiter finbet man 

d^y = F''\u)du^+ 3F'\u)dud^u + F\u)d^u 
ufro. 

9lur bic ctfte t)on bicf cn Formeln, b. 1^. dy = ^' W ^**/ 
fie§t fo au^, ah totnn übte unabJ^ängigeSBeränberlid^e 
tDöre. @S gibt ober einen fpejieKen %ciJH, n)0 fie aKe fo aud^ 

feigen. SP nämlid^ w = Xa; + /* (X unb fi Äonftanten unb ^^0), 
fo wirb du « Xdfoj, alfo 

fo ba^ allgemein 
mirb unb 

^ ^ du"" 
3m allgemeinen ift iebod^, für n> 1, J^'*)(w) leineämegS 
gleid^ d"«/ bioibiert burd^ du^, 

§ 41. ßnfptlu 

1. aOSir fanben (§ 29), ba^ 

(sina?)' = sin (^ + ö")' (cosa?/ = cos (rr + ^j 
ift. 5Kitl^in mitb 

(sinaj)" = sin (rc + 2 |), (cosrr)" - cos (rc + 2^) 

unb allgemein 

(sin a?)^**) = sin (a? + w— V (cos x)^**^ = cos (x + n^j- 

2. aOSir mijfen, ba^ (f)' = e» ift. golglid^ mirb 

S)ie ^nltion e' f)at alfo bie ©igentümlid^Ieit, ba^ il^re fämtlid^en 
älbleitungen ebenfalls gleid^ ef' ftnb. 

3. ^ie Steige 



Imtoergiere für \x — a?o| < q. Slcnnen twr il^rc ©utnmc f{x), fo 
ift (^gl- § 38) im 3«««^« »on (rr^ — q, Xq + q) 

f{x) - Co + Ci(a? ~ aJo) + ^(« - ^o)' + • ' '/ 
fix) « Ci + 2(^(aj.— x^ + 3c8(a? - ^o)' + • • •, 
f\x) = 2c, + 3 • 2c,(a; - oj^) + 4 • ^cj^x - äTo)» + • • -, 

r(«)-3.2c5 + 4.3.2c,(a?-iCo) + 5.4.3c5(a;-rro)*+--v 
hieraus folgt 

60 ift alfofür \x — x^\<q 

fix) » fix,) + ^j^rK) + ^?^'r (o^o) 

SSon l^(a;) mdgett in (a, &) bie 9(6Ieitungen 

c^iftiercn. x, unb «i feien jwei SBJertc in (a, &). 2Sir wollen unö 
fragen, wie genau Fix^) burd^ 

j-K) + ^^^'W + • • • + ^(^!^'^^-^>(*o) 

borgefteOt koirb. 3Sir woQen und alfo mit ber S)ifferen) 
B,-F(x,)-F(x,)-^^rix,)-... 

befd^ftigen. ©e^en mir 

0ix) - -F(aJi) - Fix) - ^^^F'ix) 

(n-i)l -^ W/ 

fo ift <P(aJo) — -B« unb (I>(a?i) — 0. ®ic gunftion <P(a;) ^at 



6 



• 



84 n. S)ifferetttlalted^nuug. 

auf Oruttb unfercr SSorauSfc|ungcn in (a, b) eine Slbleitung, unb 
jwar finbet man 

9lun tooSen roit unfern oetaKgemeinerten ^ittetoertfal (§ 31) 
auf bie (eiben ^nltionen 0(x) unb 

anmenben (j> eine pofittOe ganje 3<»^0- ^"''^ jenem ®a|e ift*) 

$(x,) - g(a!.) «^ 

y{«,)-g»(a!,) y'(|)' 
b. ^. es ift 

hieraus ergibt ftd^, roenn man 

I = o;, + ^(xi — Xo) 
fe|t, 

O liegt jwifd^cn Ö unb 1. 

333ir lönnen fomit folgenbcn ©a^ auSfpred^en: 303 enn F(x) 
in (a, 6) « — mal biffcrcnjicrbar ift unb x unb a; + ä in 
(a, b) liegen, fo gilt bie tJormel**) 

Fix + Ä) = F{x) + ^^r(x) + ^^F''ix) + . . . 
^(n — l)r WT-^n^ 

unb man l^at 

^- - '^y?^^"^(^ + *'^)- 

S)a6ei ift p eine beliebig gen)äl^lte pofitiüe ganje 3^^^ 
unb 0<'^< 1. 

@ej}en mir h ^ dx, fo lautet bie t^ormel: 

*) S)ie ^ebingungen bed @a^eiS flnb alle erfüEt. 
••) SWatt nennt fte bie 5^a^lorf(^e gormel. 



2)te Xa^Iotid^e Öieil^e. 85 

unb für B^ l^at man 

\d''F{x)}^^^j^ bebeutet, ba^ nad^ Silbung von d^F(x) für a; ju 
fe^en ift rr + ^h, 

3lo^ lürjer fd^reibt fid^ unfere %oxmtl, tDenn wir F(a;) = y 
unb ^(rc + cia:) -— F(x) = /iy fe^en. S)antt nimmt fie folgenbe 
(Seftalt an : 

(0<'^<l) 
^r p^n l^aSen wir 

^^ 11"^ 21 "^ "'"^(n-l)!"^ nl 

f ür i? = 1 

O unb & liegen beibe jmifd^en unb 1. 

SEBenn F(a?) in (a, h) unbefd^ränlt bifferenjierbar ift, b. 1^. 
äße Ableitungen befi^t, unb x unb a? + ä in (a, 5) liegen, fo f ann 
es fein, ba^ in ber S^aplorfd^en formet 



n = oo 



mirb. 3ft bies ber ^aff, fo l^aben mir (»gl. § 17) 

F(x + Ä) = F(x) + ^r(x) + ^^r\x) + . . . 

2)ie redete Seite biefcr Formel nennt man bie S^aplorfd^e Sleil^e*) 
ber gunftion F{x). 

SBenn für w =- 1, 2, 3, . . . unb für alle SBerte ^ jmifd^en 
unb 1 

{F^^'^x + ^h)\ < A 

ift (Ä fott eine Äonftante fein), fo lann man jtd^er fein, ba^ B^ 
*) 3w Satte aj = nennt man fie bie 9Wac*Saurinfd^e Weilte. 



86 U. 2)ifferentialie(^nuit0. 

m^ SRutt fottDergiert. 3n bcr %at ift für p •- 

alfo 

5Rutt wiffcn wir aScr (§ 22), ba^ btc Stetige 



■^ ^ 11 ^ 21 ^ 



Iont)ergent ift. S)araud folgt 



lim ^-y = 0, mitl^in aud^ lim JR^ =» 0. 

1. e* liegt mit feinen SlBIeitungen (bie, wie wir wiffen, alle 
gleid^ e* finb) jwifd^en c* unb e*, wenn x bem gnteroatt (a, b) 
angel^ört. sin 2; unb coso; finb mit il^en fämtlid^en Slbleitungen 
bem 93etrage nad^ Heiner ald 1. f^r aUt biefe ^nhionen gi(t 
folglid^ bie gormel 

F{x + h)^F{x) + ^F\x) + ^^r\x) + ..^ 

@rfe^n mir x burd^ unb h burd^ x, bilben mir alfo bie SRac^^ 
Saurinfd^e SReil^e 

f finben mir 

-^ ^ 11 ^21 ^8! ^41 ^61 ^ 



a?' . x^ 



C08iC=l — gy +- 



l 



x «• Ä* 



8ilia:== ^ -gy -- + .... 

2. y — log(l + ä) l^at für a? > — 1 atte Ableitungen. 6« 
ift nftmlic^, menn mir 1 + a? = « fe^en*), 

•) (E9 liegt l^ler ber Sau u^Xx + n Dor, ben toir in § 40 
(efi^ra^en. 
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dy — u~^du, d^y = (— l)u^^du^, 
(l»y-(-l)(-2>-»(iw»,..., 
dfo TDegcn c?w — da? 



d«' 



- (- 1)(— 2) . . . (— n + l)w-*. 



^ür a? » toirb log(l + ^) nuQ, unb bie älbleitungen nel^men 
bie 9Berte an: 

1, —1, 1-2, — 1.2.3,- ••, (-l)"-*1.2.3.-.(w~l). 
2)ie üRac^Saurinfd^e t^ormel lautet alfo: 

unb man l^at 

3ft I«! < 1, fo fe|c man p — 1 unb fd^reibe 



{i 



l + a-a? U + 'e-a;/ 

S)a ö-a; jmtfd^cn — -^ unb -^ liegt, fo liegt 

alfo gwifd^en unb 1. Slu^erbem ift offenbar 1 + ^a?^l — -^la; 

>l~|a?|. 

3t(fo l^aben mir 



f olgltd^ lim Ä, =- unb 

10g(H-!r)---y + y 

Senn « — 1 ift, fo fe^e man p-^n. 2)ann wirb 



88 U. 2)tfferctttiolre(l^titttifl. 

alfo 






folgltd^ lim JB^ = unb 



log2.1-|+i- 



SlUe biefe Slefultate ftnb und fd^on (elannt^ unb voic n)iffen 

au^, ba^ bic Stetige j "" y + y für a? =- — 1 unb |ic| > 1 

nid^t Iont>ergiert, fo ba^ alfo bie formet 

l0g(l+ic)«Y-y + y 

nur für — 1 < o: ^ 1 gilt. 

3. y ^ (1 + xy ^ai für o? > - 1 atte «bleitunacn*). 
©c^en mix roieber 1 + a? = w, fo ift 

alfo wegen du = eia; 

gür a? « rebujiercn P^ 4^/ jf/ ^/ • • • ^uf 
^e ^RacsSaurinfd^e ^ormel lautet alfo: 

(i + xy^i + Qx + Qx' + -^+(^^^y'^ + B,, 

unb man l^at 

®enn |aj| < 1, fo fe^c man jp •= 1 unb fd^reiBe 

s.-.(i + ».y-.(i^)-'., (:)..-., 

S)er britte 5^^^ K^ßt^ «^i^ ^^^ miffen, jroifd^en unb 1 
ber jmeite jmifd^en 1 unb (1 + xy^K 3ft ^ We größte unter 



*) ^en trioialen %aSi ft » ((^liegen toir im f olgenben aud. 



^a|ima unb S^nima. 89 

Saldiert 1 unb ^1 + xy ~ ^, fo l^aBcn wir 

3lm lonoetgiert für |a!| < 1 bie Stetige (©. 79 f.) 

, >+C)'+fi)''+-, 

folglid^ a\xif bie Stetige 

+*('.)'+ '('.)''+••■' 

unb ed t{l ballet 

liinw(jj)ic~-i=-0, 

mitl^in lim JB^ == 0, fo ba^ wir l^aBcn: 

(l + xy^l + [^^)x + (^)a;« + . . . (|rr| < 1). 

9)iefed Slefultat ift und fd^on belannt (t>gl. § 39). 

§ 45« ^tarimit unH ^tntttm. 

SDlan fagt, /*(«?) I^abc an bcr ©teile Xq ein SKajimum*^ 
(SKimmum), wenn fid^ um ic^ ein S^^^^ftt^^ll (^o""*/ ^o + ß) 
fonftruieren U^i, fo ba^ /"(a-o) ^^^ ßröfete (Ileinfte) ^^nl* 
tiondroert in biefem S^t^^^^öU ift. SSir fe^en oorauS, ba^ rr 
im 3^«^^^« ci«^^ S^teroaHä (a, 5) liegt, in meld^em f(x) bepniert 
ift. t^ür SRa^ima unb üRinima f)at man aud^ ben gemeinfamen 
!Ramen @£trema (^luralid oon ®£tremum). 

®ettn f(xQ) ein ©jtremum ift unb bie 3lblcitung fix^) 
esiftiert, fo mu^ f'ipo) "^ ^ f^i"- 

3ft |ä| < e, fo laben bie ©ifferenjen 

f{x + Ä) - f(x) unb f(x-h) - f(x) 
baÄfelbe S^^f «Ifo bie 2)ifferenjenquotienten 

f{x + h)-f{x) ^^^ f(x^h)^f{x) 
h —h 

entgegengefe^te geid^en. Slennen wir u ben poptioen, v ben nego* 
*) ober f{x^) fei ein SD^ajimum (SRinimum). 



90 11- S)iffetentialie(^nung. 

ixx>m t)on il^nen^ bann fyit man 

lim u = f{^o) ^^ lim f? = fi^o)- 

Stu8 ber crftcn ©Icid^ung iji ju fdjlic^en, bog ^((^^0)^0, auS 
ber jrocitcn, ba^ TC^o) ^ ^ f^i»^ «tu^. SötgKd^ ift r (iCo) = 0. 

2ln ber ©tcttc x = Xq ift alf bte S^angcntc 
ber Silb&irtje t)on f{x) parattel jur a^sSld^fe. 
5Kan freist fofort, ba^ bieS nur eine not= 
n^enbige^ aber leinedmegd eine J^inretd^enbe 
. Sebingung für bad ®tntreten eineg ®|tres 
tttumS ift (djI. gig. 13). SBJei^ man nur, 
ba^ /^(a?o) ™ ift, fo fann man nod^ nid^t 
Bel^aupten, ba^ fix^) ein 5Kajimum ober 

> 5Kinimum ifi 3^^ ber ^ragiä lann man 

«j jj biefe Selftauptung gerool^nlid^ auf ©runb 

be§ folgenben @a^eg mad^en: 
SEBenn f(x) im Snncrn öon (a?^ — f, a^o + überatt eine 
Slbleitung l^at unb biefe Ableitung ift für xKx^ pofitii), 
für x>Xq bagegen negatit), fo ift f(xQ) ein ÜJlajimum. 
3ft bie Slbleitung für x<Xq negatio, für x> Xq bagegen 
pofitio, fo ift /(xq) ein ?IKinimum. 

3m erften %aUe gilt nämlid^ foIgenbeS: SQBenn x von x^ — s 
bis Xq junimmt, fo mäd^ft f(x); nimmt aber x weiter oon Xq bis 
^0 + ^ 8"/ f^ ttitnmt f(x) ab. ^ gmeiten ^Jatte ift eS umgefel^rt. 

§ 46« (itiptt nvit klmpx ^mMxmsmtxt in tintm 

f(x) fei für a ^ a; ^ 6 auänal^mäloS ftetig. ®in in (a, b) 
entl^alteneä gnteroatt («, ß) motten mir ein auSgejeid^nete« 
S^eilinteroall oon (a, h) nennen, wenn eS in (o, h) feinen f5unl= 
tionömert gibt, ber bie fämtlid^en ^nltionSroerte in (a, ß) übertrifft. 

aSäenn man (a, b) mittelft beS SBerteä c = ^^^ in (a, c) 

unb (c, b) jerlegt, fo ift menigften« einS ber beiben 2:eißnteroatte 
ein auSgcjeid^ncteS. ©onft liefen ftd^ nämlid^ in (a, b) x^ unb x^ 
fo mäl^len, ba^ 

für a^x^c f{x)<f{x,), 

für c^x^b f(x)<f{x;) 



(Slrdgter unb üeinfter fJunItiimiStoert. 91 

mäte. Sincr ber bciben SEBerte f{x^, f{x^ wäre alsbann größer 
ald aEe f^tnltiondioerte in {a, h), maS o^entar ein Sßiberfpvud^ ift. 
Sd gibt alfo in {a, V) jtc^er eine audgegeid^ete $&lfte {a^, h^, 
ebenfo in {a^, l^ eine oudgejeid^nete ^älfte {a^, h^ \x\xo. %\i i 
ber gemeinfome ®xmivatct t)on a^ unb \, fo lä^t ftd^ geigen, ba^ 
/"(S) t)on leinem tJunftionäroert in {a, l) übertroffen wirb, 
ffiöre g. ». /-(g > f{l\ fo gäbe e8 

in (oj, &i) eine ©tette g^, fo ba^ /-fe) ^ /-(g, 

in K, 5,) eine ©tette gj, fo ba^ /-(gg) ^ /^(lO, 

in («a, ft,) eine ©tette 5», fo ba^ f{U) ^ ^(^2) 

ift, ufn). S)a lim |^ =• J ift, fo l^at ntan wegen ber ©tetigleit 

«nbrerfeitä i|l aber lim f{l^ ^ /-(lo) > Kl). 

SBenben wir biefelbe Setrod^tung auf — f{x) an, fo gelangen 
wir )u einem gfunftionÄwert /*(J), ber in (a, h) ber fleinfte ift. 

®d gilt bemnad^ ber folgenbe (gunt erften ÜRal oon SBeier- 
ftra^ audgefprod^ene) ©a^: 

SBenn f{x) für a^rc^ft ausnahmslos ftetig ift, fo 
gibt es in (a, 5) eine ©teile £ unb eine ©teile |, fo ba^ 

f{l) ber größte, /*(!) ber fleinfte ffiert ift, ben f{x) in (a, 5) 
annimmt. 

Siegt £ im ^nem oon (a, 2)) unb e^iftiert bort bie älbleitung 
f{<D), fo ift notmenbig /^(J) — 0; benn oon ben 2)ifferengenquo:: 
tienten 



— Ä 



(A>0) 



ift ber eine u größer gleid^ 9iuII, ber anbere v Heiner gleid^ 9tuII. 
S)a bei nad^ 9lutt lonoergierenbem h fomol^I lim w = /'(S)/ als 
auc^ lim r «= /^(|) ift, fo lann f(]^ meber pofitit) nod^ negatio 

fein. 3Benn | im Innern oon (a, &) liegt unb bort bie Slbleitung 

f{x) eiiftiert, fo ift f{^) = 0. 

ÜRan lann ^ierouS einen neuen SemeiS beS 2^]^eoremS oon 
91 olle gewinnen (§ 30). 9lad^ ben bort gemad^ten SBorauSfe^fungen 

mu^ nämlic^ menigftenS eine ber beiben BizVitx\ |, | im Innern 
oon (a, h) liegen. 



92 n. ^ifferentiattec^nung. 

§ 47. «eifiiW^ 

1. a^, a^, Uq, . . ., a^ feien gegebene S<^^^' SBi^ fud^en x 
fo ju beftimnten, bo^ 

möglid^ft Hein xoxxi. SQSir finben 

f(x) - 2(x ^a^) + 2(x-a^) + ' ' ' + 2(x- a„) 

^2n[x j. 

$ier ift 

für a?< ^^ 'J f{x)<0, 

bagegen 

für x> '^ '7 ^ /'^(^)>0. 

35arau8 feigen wir, ba^ bie ^unftion f{x) an ber ©teile 

04 + <*8 + • • • + ^n 



a? 



n 



ein HRinimum unb jugleid^ il^ren Ileinften 3Bert ^at 

2. Sin j9Knbrif(|cS (oben offenes) ®ef&^ 3U lonftruieren, roet 

d^ed bei gegebener Oberfläd^e einen möglid^ft großen S^l^alt l^ai 
r fei ber ©runbrabiuS unb h bie ^öl^e beS (Sefä^eä. 3)ann 

ift bie Dberp^e 

nr^ + 2%rh^ S, 

ber 3"^att 

2)a aud ber erften ©leiddung 



jrrÄ =« 



2 

folgt, fo wirb 

_ Sr — «r' 

^ie SSeränberlid^e r ifl, mt bie ©leid^ung für iS le^rt^ auf bad 
Snteroatt (o, ]/^) befd^ränft. 

dr ^ 2 



Differentiation öon f{x, y). 93 

ift pofitit) für < r < l/g^ unb negatio für 1/ 3;^ < ^ < !/-• 
35ie gunftion 7 l^at alfo für r « V— ein SKajimum unb jugleid^ 

i^ren größten SBert. Sered^net man h, fo finbet man ä = T/— • 

®ä ift alfo Ä = r. 3)a8 ®efä^ mufe fo Bcfd^affen fein, ba^ 
bic ööl^e gleid^ bem ©runbrabiuä ift. 

98ir befd^ränlen un3 auf ben %aU r>on jn^ei unabl^ängigen 
SSeränberlid^en x, y, bie roir alä 3l6fjijfc unb Orbinate eines 5ßunl' 
teä in 33ejug auf ein red^troinlligeS S^d^fenpaar beuten motten. 

SBenn eS fid^ um eine gunition z^f{x, y) ^anbelt, fo brandet 
fte nid^t für atte SBertf^fteme {x, y) bepniert ju fein, fonbem nur 
für eine gemiffe SKannigfaltigleit fold^er SBertfpfteme ober, geometrifd^ 
gefprod^en, in einer gemiffcn ?ßunltmenge (»gl. ©. 10). 2)iefe ^Punlts 
menge fann j. 8. auS allen ^JSunlten eines Sled^tedEs befte^en, beffen 
Seiten parattel ju ben Äoorbinatenad^fen finb; x unb y finb bann 
ben ©ebingungen 

a^x^h, c^y^d 

untermorfen. ®ine fold^e ^unltmenge motten mir als ein (jmei- 
bimenfionales) S^teroall bejeid^nen unb bafür (a, fe; c, d) 
fd^reiben. 

SBir nehmen je^t an, ba^ f{x, y) in bem S^teroatt (a, h ; 
c, d) befiniert ift.*) 3)ann ift, menn c^y^^d, 

q>{x) - fix, 2/0) 

in bem g^teroatt (a, h) eine gunition öon x unb 

menn a^x^^h, in bem Qnteroatt (c, d) eine gunftion oon y. 
®jiftieren nun q>{x^, '^\y^, fo nennt man ^'(^o) ^^^ 21 b - 
leitung oon f{x, y) nad^ x unb V(%) *^i^ 2lbleitung oon 
f{Xf y) nad^ y an ber Stelle (rro/ 2/o)- Seibe l^eifeen bie 
partiellen 9lbleitungen oon f(x, y) an ber ©tette {x^, y^ 

•) S)amlt ift nld^t auSgefd^loffen, bag f{Xf y) aud^ nod^ für anbere 
fünfte befiniert ift. 
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unb i^re SJered^nung bie partielle S)ifferentiation. 3Ran fyd 
für <p'(xq) bie »ejcid^nunfl fi(xQ, y^), für i/;'(yo) Wc »ejeid^nung 

©pftieren fx{x,y), fy{x, y) in bem Snteroatt {a, h\ c, d), 
fo lann ed fein^ boj^ fte jtd^ an ber Stelle (o^q, ^q) toieberum nad^ 
o; unb y bifferengieren laffen. 3)ie älbleitungen t)on /«(^^ ^) na4 
a; unb y an ber SteQe (x^, ^q) bejeid^net man mit 

fxx(xQ, y^) bjro. fxyi^Q, y^), 

bie Slbleitungen t)on /^y(a?, y) nad^ x unb y an ber ©teile (xq, y^) 
mit 

fyx(xQ, y^) 6jro. fiy{x^, y^^ 

Siefe mer ®r5^en nennt man bie partiellen 9((Ieitungen 
gweiter Drbnung oon f{x, y) an ber ©teile (x^, y©)- 3^ äi^n^ 
lid^er äSeife merben bie partiellen älbleitungen britter unb l^öl^erer 
Qrbnung befiniert unb bejeic^net. @d gibt, mie man fielet 2* par- 
tieKe Slbleitungen n^ter Orbnung. %üx geroöl^nlid^ rebujiert fid^ 
aber il^re ^oÜjH auf n + 1, mad man mit ^ilfe bed folgenben ©a^eS 
nad^meifen lann: 

9Benninbem3nterüall(a,6;c,el)/ap'yunb/^»e£iftieren*) 
unb an ber ©teile (x^, y^ in (a, b; c, d) ftetig finb, fo ift 

fxyix^, yo) = fix{x^, yo)- 

^ie ©tetigleit einer Munition von 2n)ei SSerSnberlid^en mirb 
gan} äl^nlid^ be^niert mie bie einer f^unftion r>on einer SBeranber« 
lid^en. F{x, y) ^ei^t an ber ©teile {x, y) ftetig, menn au8 
lima?^ = X, lim t/^=»y immer folgt limJP(a?„,yJ =»J?'(a;,y); babei 
muffen alle fünfte {x^, yj fowie aud^ ber 5ßunft (x, y) ber ^ßunfe 
menge angehören, in ber F{x, y) befiniert ift. 

Um nun ben obigen ©a$ }u bemeifen> betrachten mir ben 
9lugbrudf 

A«o + Ä/ yo + Ä^) - /*K + ''/ ^o) 
-/'(a?o.yo + ^) + /*(^o/yo); 

(i»o + ^7^0 + ^) fott mie (a?o, ^o) ^^ K ^5 ^/ ^) R^9^- ©eften mir 

unb 

Up) = /"K + Ä, y) - /^(a?o/y), 

*) Ißatürlid^ muffen bonn aud^ f^ unb /^ ejiftieren. 
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fo wirb ber obige SluSbrud gleid^ 

unb aud^ gleid^ 

/«(% + *) - /sC^o) =- ^ftijfo + ^2*); 

-^1 unb ö«, Hegen jwifd^en unb 1*). 
3Rctxi ^at aitt 

unb 

&i unb -^2 liegen wieber jroifd^en unb 1**). 
3Sir wiffen alfo, ba^ 

ift. Saffen wir h unb X; nad^ 9{ull lonoergieren^ fo lonoergieren 
bie beiben ©eiten ber ©leid^ung nad^ fi»{^of Po) ^nb fyx(xQ, y^, 
fo btt^ fxy{xQ, Pq) — fyx{scQ, yo) f^i« «»«i 

Siffereniiale tmf{x,y). 

SBenn /*(a;, y) in einem Snteroatt befiniert ift unb an ber 
©tette (x,i/) in bemfelben bie partiellen ätbleitungen fx, fy ejiftieren, 
fo nennt man ben 9(udbrud( 

fx{(ßy)^ + fyip, y)k 

baS Differential oon f{x, y) an ber ©teile {x, y) unb Be* 
jeid^net eS mit df{x, y). A unb A; ftnb jwei ®rö^en^ bie oon 
^/ y g&nglid^ unabl^ängig finb. ©e^t man in ber f^ormel 

df{x, y)^f^h + fyk 

f^ X uni f^y, \o ergibt ftd^ 

dx =« Ä, c?y = k. 



*) ^ie SSebingungen bei$ a)^tteltoertfa|ei9 finb auf ^runb unferer 
t3orattdfe|ungen erfüllt. 

**) $(u($ ^er finb bie ^ebingungen ht9 S^ttelmertfa^eiS erffiHt. 
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S33tr fönnen alfo h unb "k ate bic ©iffcrentiale t)on x unb y bc= 
trad^ten unb fd^teiben 

^f{^, y) ^ fxdx + fydy. 
3)a8 S)tffetcntial t)on ^/'(a?, y) begcid^nct man mit d^f{x, y), baS 
Differential l^ien)on mit d^f{x, y) ufn). 9Ran l^at*) 

d^fix, y) = dJ/^dflj + dfydy 
= /xar^a;* + fxydxdy + fyxdxdy + /^'yrfj'* 

ober^ wenn /^«y =» Z^'« i[t, 

<^V(^, y) « /^'«daJ* + "i^ fxydxdy + /^'y(?y^ 

3n ä^nlid^et SBeife bered^net man d^f{x, y), d^f{x, y) ufro. 

§ 49* JDlfierettttattoii inftmrntn^tftiiUx iFunkttenen* 

F(u^ v) fei eine Munition t)on w, t; in bem 3nten)aff (a, ß; y, ö), 
f(x, y) unb g {x, y) Munitionen t)on x, y in bem Snterpatt \a, h ; c, d) ; 
au^erbem feien f{x,y) unb g(x,y) fo befd^affen, ba^ immer 

« ^ /"(^z y) ^ |3 unb y ^ ^(rr, y)^S 
ift. ©e$t man bann 

'^^f{^,y),'^^9{^,y) 

unb 

fo ift ;er burd^ SScrmittelung oon u unb v eine ^nftion t)on o; unb y, 
unb jmar rnirb 

SBir moQen baS Differential e^^e: bered^nen. S3oraudgefe|t 
mirb, ba^ in (a, 6; c, df) /i, fy,9x,9y ejiftieren, unb in fa, ß\ 
y, ö) Fu, ^i. SBon Fu, F't, f orbern mir femer, ba^ fie in {a, ß; 
y, d) ftetig finb. 

J^<p{J^g)) fei ber 3umad^S, ben eine Munition (p erfäl^rt, menn 
man x burd^ x + Jx {y burd^ y + /iy) «rfe^t**). Dann ift 

+ F{u, V + ^^t;) — F{u, v), 

*) (2a; unb dy finb aU ßonftanten an^ufel^en. 
**) {x,y) unb (ic + ^^/ y + -^y) mögen beibe in {a, 6; c, d) 
ließen. 
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alfo nad^ bem ^itteltoettfo^ 

folglid^ 

^-F:(u + &J^u, v + J^v)^ 

&a^eti voit Jx nad^ 3lviU lonpergieren^ fo mrb 

alfo 

3Jlan l^at bälget, rocil JPj« unb JPi an bct ©tettc (u, v) ftetig finb, 

lim F'f, (u, V + ^^/arv) = JP; (w, v) 
unb 

Zx = lim -j^ = JP>!p + Ki?'^. 
@6enfo finbet man 

es ift fomit 

dz =» jefi(ia; + 4^^ = F'^äu + ^ielt?. 

®cnau cbenfo würbe baä Differential c^j? ausfeilen, 
wenn w unb i; bie unabl^ängigen Seränberlid^en wären. 

SBcnn bie jroeitcn Slbleitungen Don u unb v in Ta, 6; c,£\ 
ejiftieren unb bie jweiten Slbleitungen t)on JF(w, v) in \a, ß; y,ö) 
ftetig finb, fo l^at man*) 

d^z = dFudu + e^jPidt; 

+ JF^U^w + F'^d^v, 
alfo 

d*je? - F'uudu^ + 2F'uvdudv + F'^^dv^ + F'ud^u + JP;rf«t;. 

•) ©ir bcttuften l^ier, \iCi^ d{uv)^udv-^vdu ift. ®a5 ergibt 
fid^ aui$ ber allgemeinen f^ormel für dz, xotnn toix F{u, v) ^ uv 
{e^en. 

9(9ht(8 191: Stotoalttoiti, ^nfiniteflmatred^nttng. 7 
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a)ie SCuäbrüdfe filr d^z, d^z, . . . laffen ftd^ aud^ leidet cr= 
Italien. 3^i^^f<^ß^ \^^^^ We gormcln für d^z, d^z, . . . anbcrö 
aus, als wenn u unb v bie unabl^ängigcn SSerönbcrltd^en jtnb. 2lber 
wenn u unb v t)on ber %oxm Xx + ^Ly + v {X, fi, v Äonftantcn) 
finb, fe^cn jtc cbenfo aus, weil bann d^u = d^u = ... — unb 
d«t; = (J»t? — •..=. ift. 



®ritte8 Äa<)itel. 
§ 50. 905 mttoßtmmte %x(Xt%xtL 

SBenn JP(a;) für a^x^l bie Slbleitung /"(a:), alfo baS 
S)ifferential f{x)dx l^at, fo nennt man F{x) ein 3iitc9^*<^I ^on 
/"(rc) ober t)on f(x)dx in bem S^t^^att (a, h) unb fd^reibt 

jp(a;) ^ff{x)dx 

(F{x) gleid^ Sntegral f{x)dx)*). 3)iefe Formel ift alfo oöllig gleid^- 
bebeutenb mit 

dF{x) = f(x)dx. 

3ft J^o(^) ^i^ Sntegral oon f(x)dx in (o, 6) unb F{x) 
ebenfalls ein foId^eS S^^^S^^^/ f<> ^^t man 

alfo 

d(F(x) - F^{x)) « 0. 

F(x) — jPo(^) ^^* bemnad^ (ogl. ©.58) für a ^ a; ^ 6 einen 
fonftanten SEBert ö, b §. eS ift 

F(x) = 2^o(^) + C. 

Umgelel^rt ift ^o(^) + ^/ ^^^ ^^^ ^^^ Äonftante C fein 
mag, immer ein S^tegral oon f{x)dx, weil 

c?(Fo(a^) + Ö) = ^l^o(^) -- /"W^^ 
ift. 



•) aßenn F(a?) nur im Snuem öon {a, 6} bie TOIeitung f{x) 
l^at, fo fagen »ir, F{x) fei innerhalb (a, h) ein gntegral öon /"(a?). 
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Fq(x) + G nennt man, weil barin btc unBcftintmte Äon= 
ftante C auftritt, baä unbeftintmte S^tegral von f(x)dx, 
SebeS g^tegral von f{x)dx lä^t fid^ auS bcm unbefttmmten S^itc« 
gral burd^ ©pcjialificrung bcr Äonftantcn C, bcr fogenanntcn 
SntcgtationSlonftantcn, erl^altcn. 

Sine fjunition f{x) integrieren l^ei^t il^r unbeftimmteä 
Sntegral finbcn. 

1. 3fW i^^ Äonoergenjrabiuä ber 5ßotenjrei^e 

unb fe^t ntan ^ 

/• (a?) = «0 + a^ x + a^ x - -- {\x\ <q) 

fo wirb innerl^alb (— ^ q) 



ß 



f{x)dx=C + a,x + '^+'^ + 



• • • 



9{a(i^ § 38 ^at nätnlic^ bte Steige 

anä) bcn Äonoergenjrabiu^ q unb für |äj| <(> bie SlMeitung f(x). 
; SnSbefonbcre wirb 



f {aQ + a^x-\ \- a^x'')d 



x 



3)aä S^^tegral einer ganjen rationalen gunftion w=ten 
®rabeS ift olfo eine ganje rationale gunftion (w + l)5ten 
©rabed. 

2. 3)aS Sntegral einer rationalen fjunition ift leineäioegä 
immer mieber eine rationale ^Junf tion. ^r w = — 2 , — 3 , . . . 
ift in jebem S^teroall, roeld^eS bie 3luH nid^t entl^ält, 

d — r^== x"" dx, 
alfo 



/ 



' n-\-l 



^«+1 . : -ir :•■ 



7* 
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©agcgen ift für a; > 

/dx 

tocil 6?loga;=» —, unb für x<0 

X 



f^=C + log{-x), 



d ( 3I*\ d ST 

tpeil d log (— x) = J = -— . ferner ergibt fid^ auS d arc tg r» 

d X 
Slu§ d arc sin rc = , f olat 

-?===-= a + arcsina?. (— l<a;<l) 

Sbcnfo folgt auS 



(ilog(a; + 1/1+0;^)=: 



dx 



ift. 

3. Sßcnn a; > unb w + 1 ^ 0*), fo ^at man 

6^ — 7-T- ==^x^dx. 

n + l 

3Kf ift für a; > unb « + 1 ^ 

3. S. ift für a; > 

jx^^dx-^-G+^x^ 

: :,?)^^cn gaff, too n eine poftHöe ober negotiöe ganje Sal^l ift, 
l^aben loir fc^on erlebigt. 



ober 



4. S)a 



fo f)ai man 



gnSbefonbcrc ift 



/ 
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X 

loga 



/■ 



(fdx^C + 



X 

a 



loga 
fe'dx^C+e', 



5. 3luä 

(i (-- cosa;) = smxdx, e^sinrc « cosa;(fa; 
folgt 

Jsinxdx = C — cosa?, Jcosxdx = + sina?. 

2lu8 ^^ ^^ 

(i tff a? = — j- . ei ( — cot x) =» . , 

ergibt ful^ 

— 5-~ = C + tga; - / . , = C — cot a; : 

im erften ^oKe ift a; auf ein ^t^teroaU ju 6efd^rön!en, in meld^em 
cos X nid^t nuE ift, im jroeiten ^aKe auf ein ^nteroaS, in n>elc^em 
sina; nid^t nuE ift. 

fix) fei in bem S^teroaff {a, h) überall pofitio unb l^abe bie 
Ableitung f (x). 2)ann ift (nac^ § 33) 

dlogf{x) ^-p, 

alfo 



/' 



''7w'-<' + '»8«') ■' 



j. 8. I^at man, wenn sin a? in (a, h) nirgenbs null ift, 

cosxdx 



f 



C + losBinx, 
ebenfo, menn cos x in (a, 6) nirgenbS null ift, 

sin x dx ^ . 
= (7 — log cos X . 



/ 
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1- fc f(x) dx^c Jf(x) dx , 

in SBBotten: eine Äonftantc barf man cor baS 3wt^8^<^I= 
jcid^cn jiel^cn. ScroctS: 

d{cm)^cdf{x), 

2. Jim + ^(^))^^ ^Jf{x)dx+Jg{x)dx, 

in SBortcn: baS g^tcgral einet ©umme ift gleid^ ber ©um= 
inc ber 3«tegralc ber ©ummanben. SeroeiS: 

d{f (X) + i^(aj)) = e?/-(a;) + e?(7(rr). 

^er ©a$ gilt für eine beliebige enblid^e älngal^l von ©ummanben. 

3. SBenn f{x) unb ^(a;) innerhalb (a, 6) bie Slbleitungen 
/^(a?) unb g'{x) l^oben, fo ift 

f{x)g{x) - Jg{x)r{x)dx 

eine Munition mit ber Sttleitung 

alfo ein gntegral tjon f{x)g{x)dx, SBir l^aben bemnad^ 

Jf{x)g\x)dx - /(a?)^(a;) - fg(x)f{x)dx. 

SaS ift bie Siegel ber partiellen ^Integration, ©ie fül^rt baS 
3ntegral Jf(x)g\x)dx auf baä (unter Umftänben einfad^ere) 

Sntegral Jg{x)f{x)dx jurüdf. 

4. J?^(t*) l^abe für a ^ w ^ ^ bie Slbleitung F\u) - g)(w), 
/•(«) für a < a; ^ 6 bie 2lbleitimg f(x), unb /"(a?) liege bcftän-- 
btg in («, ^ 5Rad^ § 32 l^at bann i^(Aa;)) baS Differential 

^{m)f{x)dx, 

SlnbererfeitS aber l^at F{u) baS Differential 

q>(u)du. 

SKitl^in ift tjermöge u = f{x) 

Jq>{u)du^ Jq>{m)f{x)dx. 
35iefe fjormel jeigt, wie man in baS ^nit%xa\ Jq>{u)du eine neue 



X 

coBo; 
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SSeranberlid^e einfül^rt. 3Ran etfe^t u burd^ /* (^) unb du burd^ 

§ 53. «etnibU. 

1. / -^- ju bcrcd^ttcn; x bewege jtd^ in einem 3nteroaII, 
in n)el(l^ent sin o; nirgenbd perfd^roinbet. 3Jlan l^at 

/da; Csmxdx rainxdx 

sin 05 ^^ e/ sin'ic j/ 1 — coB*a? * 

3lm ift aber 

L__=l( l + ^ ) 

1 — cos*a? 2 \1 — cosa? I+cob«/ ' 

alfo 

/da: 1 r sinxdx . 1 f sinxd 
ainx 2J 1 — coBic 2 J 1+cob 

=» Y log(l — cosir) — Ylog(l + cosa:) 
ober wegen 

•2/ A a? 

1 — COS a? « 2 sin* — / 1 + cos a? — » 2 cos* y 

fd^Iie^ßd^ 

/dx 1 A * 
sina: "" 062' 

2. 3)urd^ partielle 3"tegration finbet man 

/ e~*a? da? = — e~*a;+ / c^dx, 

J e"*a?*da;«— — e^^aj^H- 2 / c"*a?da?, 

/ e-*af da?-= — c"*aj" + w / e^^ af^'^ dx , 
fo ba^ 

/e~*a:" dfl; = — c~* (af + wa?*"^ 

+ w(n-l)a:«-*H +«!) + 

ift, ober wenn wir x^^f{x) feften 

fe"f{x)dx e-'(/'(a:)+r(a?)+---+/^"H^)) + C. 



unb 
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®icfc gortncl gilt aud^, wenn f(x) eine beliebige ganje ras 
tionatc ^unltion w^ten ©tabeS ift. 

3. Um baS 3nt«8^öl / y j-^ (?a5 ju bered^nen (— 1 < a; 
< 1) fe^e man a; = cos y, < 9 < jr. 2)ann mirb 

t/I — iC -1/1 — COSqp 1 — COBqp 

y \ -fx V l+cosqp "" sinqp ' 

dx^= — sinq) dfp . 

j 1/ ^ I dx^ I (G08q> — l)dq>=^C-—q>'{'Sixi(p 

== 0— arc cos a; + ]/l — oj* . 

§ 54. €nßen^ l^tB SnUittdB tintx pti^tn iFunktiim. 

f{x) fei für a ^ 05 ^ 5 auSnal^mäloS ftettg. SBenn (a, ß) 
ein beliebiges in (a, 6) entl^alteneä 3nten)aII ift, fo motten mir 
mit M(a, ß) ben grölen, mit m («, ß) bcn Ileinften in (a, ß^ 
»orlommcnben tJwnftionSmert bejei^nen. S)a8 ^Probult (ß — cc) 
mal M (a, ß) motten mir B (a, ß) nennen. 

3ft a<y<ß, fo l^at man 

meil M(a, ß) ^ Jf («, y) unb Jlf(a, |3) ^ M{y, ß). 
3Bir motten ie^t {a, h) in bie S^eilinteroatte 

{a, x^, {x^,x^, . . . , (a?p_i, l) 

jerlegen (a < aj^ < a;, < • • • < fl?p_i < &) unb biefe 3^I«9^tt9 «lit 
mit 3 bejeic^nen. S)ie ©umme 

B{a, x;)+B (xi,x^) + . . . +R(x^_i,b) 

nennen mir 

s:(3), 

um il^re 9(bl^ängigleit oon (a, b) unb 3 i^eroorjul^eben. 

Der Sefer möge in SBorten auSbrüdfen, voa^ ^(3) bebeutei 

S)ie 3^1^sun0 3 S^^^ ^^^ 3 baburd^ l^eroor, ba^ man eins 
ber Xeilintervatte, ttma (a, ß), in jmei Xeile {a, y) unb (y, ß) 
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jcricgt. Um 5^(3) ju crl^altcn, mu^ man in /S^(3) baä ®licb 

E{a, ß) bUTC^ E(a, y) + B(y, ß) 

crfc^cn. 2Bir bürfen bal^er fidler fein, ba^ 

ip- ^(3) tjergrö^ert fid^ alfo nid^t, mcnn man einä bcr 3^eilintct= 

oatte in jroei %ÄU jcrIcgt. SSäcnbct man bicfc Scmerlung mcl^tmafö 

an, fo crfcnnt man, ba^ ^(3) m ^id^t Dcrgrö^crt, mcnn man 

oon 3 *>w^^ SBcitertcilung (b f). butd^ ^injuftigcn neuer S^eit 
punfte JU ben alten) ju einer mmn 3ßtle9ung übergel^t. 

3i/ 3a/ Ssr • • • fri rine fjolge t)on 3^Iß9wn8en beä g^teroattS 
(a, h), 6^ fei bie SKajimallänge ber 2^eiKnten)affe von 3» (fo 
ba^ leinS größer ate ^^ unb menigftenS eins gleid^ d^ ift). SBäir 
motten nur fold^e folgen von 3^fe9ungen betrad^ten, mo iebeS 
3„+i aus 3» *>wrd^ SBeiterteilung entfielet unb roo au^erbem 
lim rf„ = ift. derartige ^Jolgen nennen mir auSgejei^nete. 

3ft nun 3i, 3,, 3», . . . eine auSgejeid^nete golge t)on 3er:: 
legungen beS gttterüatts (a, h), fo l^at man fidler 

<(3i) ^ s:(3,) ^ <(&) ^ • • • 

Sür jebe S^tlegung 3 ift aber*) 

(b - a)m(a, h) £ Ä* (3) ^ (5 - a)J!f (a, 5) • 
®ie golge 

-SaCBi), -s^CB,), s:(3s), • . • 

ift alfo aBftetgenb unb liegt in einem tnili^m ^tenutQ, fo bo^ 
(nod^ § 15) 

ejiftiert. SBir motten biefen ®renjmert mit S^ begeid^nen. 

3^^t f^ 3i/ 3$/ 3»/ • • • ^i^^ ^"^ anbere auSgejeid^nete 
(Jolge von 3wlegungen beS gt^teroatts (a, h) unb 

lün«l(3J = ^!- 



*) 3ebeS Olleb (ß — a)M{a, ß) in i8j(8) ift tt&mttd^ gröger ober 
gleid^ (/? — «) m(a, &) unb Heiner ober glel(3^ (/? — «) Jlf(a, 6). 
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©reifen toix and ber golflc 

<ä), KiS,). KiSs) . . ., 

em ©lieb ^(3) ^«»« «»«*^ «^^"««^ wir an, ba^ g pXeilmtet' 
iHiDeaufnieifl ©ie 2:eilinter»a0e »an 3, serfoDcn borni in Seaug 
auf 3 in jUMJi Äloffen: 

1. fold^e, bie in etnem ber 2:eilinterüaae von 3 liegen, 

2. folci^e, bie wenigpenS einen ber Xeilpunfte oon 3 i^ i^^em 
gimern enll^atten. .^, . r. <^ 

Offenbar fann e8 mc^t me^r ald j) — IXeUintcröaffe gweitcr 
Älaffe geben. 

®te ©lieber JB(a, /?) öon fir(3J „ernten wir ©lieber crflcr 
ober itoeitct Älaffe, je nac^bem (a ß) pr erficn ober jnieiten ftloffc 
gel^drt. 3)ie ©lieber aweiter ftlaffe geben eine ©umme, bie Metner 
ober gleid^ ^nji tw/ i.\ 

ift (*„ bie aWajimallange ber ^eilinteroatte oon 3J. gjie ©ß^^ 
erfler ftlaffe ftnb in^ammcn nic^t größer als Ä^(3). gg ^p ^^^^ 

alfo wegen lim *„ = 
©enau ebenfo ergibt fx^ _ 
ffiir fönnen alfo fd^Iie^en, ba^ 

ift. 

8^{S) fonoergiert alfo immer nad^bcmfelbcn ©renj« 

mcrt 5^, menn 3 irgenb eine auägejeid^nete golge oon 
3erlegungen beä gnteroall« {a, h) burd^Iäufi 

2Bir miffen, ba^ S^ig) i^nter größer ober gleid^ (6 - d)m{a, h) 
unb «einer ober gleid^'*(& - a)M{a, h) ift. ©aSfelbe gilt folglid^ 
anö) v^n 5^ unj^ ba bie ^unltion {h-a\f{x) ftetig ift, fo gibt es 
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(Dgl. § 30) in {a, h) eine ©tcttc t fo i»^^ 

SBenn a < c < 6 tft, fo l^at man 

Ä* - Ä' + s*. 

Um btcS ju bcroetfen. Brandet man nur eine auSgcjeid^nete fjolge 
3i^ 32/ Ss^ • • • 8^ bctrad^tcn, in bcr Si bie Verlegung von (a, &) 
in (a, c) unb (c, 6) ift. iS'*(3j fpaltet fid^ bann in jmei S5cftanb= 

teile, t)on benen einer nad^ S^, ber anbere nad^ 8^ fontjergiert. 
9Jlad^en n)ir bie S^PM^ng, ba^ immer 

fein foff, fo gilt, mie man aud^ x^, cc^, x^ in {a, h) mäl^Ien mag, 
immer bie fjormel 

(*) ä!* + ^' + /^'=0. 

®6enfo ift immer, rote aud^ x unb oj + ä in (o, 6) liegen mögen, 

3e|t wollen mir bie fjunftion 

F{x) = ä; 

bctrad^ten unb t)on il^r jeigen, ba^ fie in (a, 5) überall bie Slb^ 
leitung f{x) %at 3)amit l^aben mir bann bie @jiftenj eineä 3^= 
tegralä t)on /(rr) bemiefen. 

9lad^ Formel (♦) ift, menn bie beiben SBerte x unb x-\-h in 
(a, h) liegen, 

F{x + Ä) - jFCo!) = «:+* -si~ c\ 

alfo nad^ (**) 

F{x + h)- F{x) ^hf(x + d'h) 

unb bal^er (megen ber ©tetigleit t)on f{x)) 

lün ^(^ + ^) - F(x) _ j.^ ^. _^ ^^. _ ^. . 

b. f). 

■^' («^) =» f(^) ober d r(ic) = f(x) dx. 
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man fd^cibt für fi^ 

X 

jf(x)dx 

a 

unb lieft biefed ©pmbol fo: 

//S^tcgral f{x)dx t)on a biä a?/' 

3m ©cgcnfa^ ju bcm unbeftitntnten S^tcgral nennt man 

X 

jf{x)dx ein beftimmlcS Sntegral. ®ä ift unter ben unenb= 

a 

lid^ fielen integralen von f{x) baSjenije, meld^eS für a: = a ben 
98ert ^at. 

3ft ö>(aj) irgenb ein S^^tegral von f(x), fo lönnen, wie mir 

X 

roiffen, ^(05) unb jf(x)dx nur um eine Äonftante C bifferieren. 
@d ift alfo 

X 

rf(x)dx -= 0(x) + G . 

a 

©e^t man rr « a, fo gel^t biefe ©leid^ung über in 

=. a>(a) + G, fo ba^ C 0(a) 

ift unb 

X 

(♦♦♦) ff{x)dx = 0{x) - a>(a). 

S)ie redete Seite biefer mid^tigen f^ormel pflegt man mit 

)u begeid^nen. 

aSBenbet man bie obigen SBetrad^tungcn auf bie ^nftion — f{x) 
an, fo tritt (xn bie ©teile oon B(a, ß) ber 9lu8brudf 

- r(a, /5) = - (|3 - a)m(a, /?), 

wobei w(a, |3) ber fleinfte SBert oon f(x) in (a, ß) ift, unb an bie 
©teffe oon iS'*(3) ber SluSbrudE 

- ««(3) [r{a,Xi) + ^(^a/«») + ' • * + ^(^p-i/^)}- 

Saffen mir 3 eine auögejeid^nete golge oon S^l^gwngen bes Snters 
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t)alls (a, h) burd^laufen, fo fonoetgiert 

-^1(3) abfteigenb nad^ J {— f{^))äx, 

a 

alfo 

b 

/(S) auffteigenb nad^ — / (~ f(x))dx. 

a 

3)a nun 

a 

bie Slbleitung /"(a?) I^at unb für a? =» a oerfd^winbet, fo ift nad^ 
^ormel (***): 

X X 

ff(x)dx /(- f{x))dx, 

a a 

folglid^ 

6 h 

-/(- f{<«))dx =ff(x)dx. 

a a 

SBir feigen l^ierauS, ba^ 

b 

5* (3) auffteigenb nad^ j f{x)dx font)cr9icrt, 

a 

wenn 3 eine auägejeid^nete fjolge x>m Setlegungen beS 3ntert)all8 
(a, h) burd^Iäuft. ®a Ä^ (3) bemfeI6en ©renjwert aBfteigenb ju= 
ftrebt, fo ift immer 

6 
a 

§ 55* (Kinffilrrung m^r vamn H^ränJ^rUi^^tt te m 

f{x) l^abe in (a, b) eine ftetigc Slbleitung /"(a;) unb cS fei 
a ^ f{x) ^ (3. ferner fei <p(u) eine ftetige fjunition in {cc, ß). 
gnblid^ fei /"(a) = y, f(h) = d. 

t)ann ffat ^ 
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m. 3ntegtalte(!^nung. 



bic StBIeitung g>(u). ©c^en wir u = f(x), fo wirb F(u) eine 
Munition von x, bie nad^ § 32 bie älbleitung 

9{m)f{x) 
^ai @S wirb alfo, weil y = /*(a) unb JP'(y) == ift, 

a 

unb inSbefonbcre (für x = h) 

6 b 

J ip(u)du =^J <p(f{x))f(x)dx. 

§ 56. 4t^r^i^mtns wn jSlS^ttAn^ftdttn. 

fix) fei für a ^ a? ^ & ftetig unb nie negativ. S)ie Silbluroe 
t)on /*(a?) liegt bann ganj auf einer ©cite ber rc^Sld^fe. SBir wollen 
t)on ben @nbpunften ber Silbiuroe Sote auf bie x-Sld^fe fällen unb 
bad t^läd^enftücf 91 betrad^ten^ welches biefe beiben Sote, bie X'^^if\t 

unb bie SSUbluroe umgrenjen. 

5Rcl^men wir irgenbeineßcrlegung 8 
ber äSaftS bed ^läd^enftüdd, b. 1^. beg 
SnterDattä {a, h), t)or unb errid^ten in 
ben S^eilpunften 2ote auf ber rc-Sld^fe, 
fo jerlegt fid^ baä ^läd^enftüd^ in eine 
Slnja^I gleid^artiger gläd^enftüdfe. 3ft 
{a, ß) eins ber S^eileintroatte unb 
w(a, ß) ber fleinfte, M{a, ß) ber 
grö^e gunItionSwert in {cc, ß) , f o ift 
baS über (cc, ß) ftel^enbe fjlä^enftüdt nid^t Heiner al§ baS SRed^tedE 
(ß — cc)m(a, ß) unb nid^t größer afö baä Sled^tedE {ß — a)M{a, ß). 
68 ift fomit ft^er 

Sä^t man 3 ^^^ auSgejeid^nete ^olge oon Beilegungen burd^^ 
laufen, fo lonoergieren bie einfd^lie^enben ®rö^en beibe nad^ 




Srig. 14. 



J f{x)dx. Solglid^ ift aud^ 



2t 



ff{x)dx. 



a 



t^Iäd^eninl^aUe. 
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©icScred^nung eines ^läd^eninl^altä nennt man eine Duabra s 
tut, roeil es nad^ 2luSfü]^tung berfelben ntöglid^ ift, ein gleid^ großes 
Duabrat anjugeben. Slud^ bie SSered^nung eines fceftimmten 3nte= 
gralS nennt man infolge beS obigen 3ufammenl^angS eine Duabratur. 

1. ®ie SSilbluroe oon y = ^^ (ö^^^^o) if* ^^^ ^ßarabet 

bogen. 3)er S^l^alt beS gläd^em A 

ftücfS 31 (in ber gigur fd^rafpert) ift 

gleid^ 

3)er ^ßarabelbogen teilt alfo baS 9led^t= 
edE aus Xq unb 3/0 f Ö/ t><*ft i>^ ^^^^ ^^eil 
boppelt fo gro^ nk ber anbre ift. 

2. 35ie »ilbluroe t)on 3^ - YT^x^ (— 1 ^ ^ ^ 1) ift 
ein ^alblreiS. SJer Snfialt beS ÄreifeS ift ba^er gleid^ 

1 

2jyi^^dx. 
-1 

Um biefeS S^^tegral ju bered^nen, menben mir bie pat:tieffe 
Integration an. ®anad^ ift 




.2 



^' + 



x'dx + 



alfo 



unb 



/ dx 



Cyi — x^dx^xyi- 

2 / ]/l — ct^dx = a?]/! — a;^ + arc sinx + C 

1 
/ }/l — si^dx = arc sin 1 — arc sin (— 1) = (tt. 



2 

-1 



3. SBenn ein 9lab in geraber Sinie rollt ol^ne ju gleiten, 
fo befdjreibt jeber 5Punft feines SlanbeS eine Stxmt, bie man eine 




III. Igntegralrec^nung. 

S^Hoibe*) nctmi ©ic bc= 
fte|t aud unenblid^ melen Ion- 
grucntctt Sögen wie OPB. 

9Btr tDoKen baS ^läd^en^ 

ftüdf (eted^nen^ ba^ ein fold^er 

Splloibenbogen jufammen mit 

_ ber SBap OB untgrenjt. SluS 

Tö"*" ber Sigur, in roeldSfer ber Äreiä« 

Sfig. 16. bogen PQ gleid^ OQ ift (pk m^ 

ber Definition bergpflöibe folgt), 
entnimmt man, ba^ bie Jtoorbinaten eines Si^^^^^^V^''^^^^ ^ 
burd^ bie f^ormeln 

a? = a(# — sin ^), y = a(l — cos t) 

gegeben ftnb. f ift ber aSinfel PC^. SBenn < oon bis 2jr 
n)ä#, befd^eibt P ben SpIIoibenbogen ^PJ5. ®a 

ift, fo ift ber ju bered^nenbe f^Iäd^eninl^aU gleid^ 

a*y*(l — cos tydt = a'y*(l — 2 cos« + cos* t)dt 



ober megen cos*« = — (l + cos 2t) gleid^ 

a* / ( — 2 cos « + Y ^^s 2 ne?« = Säö*. 



Der gefud^te ^Icid^eninl^alt ift alfo gleid^ bem SDreifad^en beS er^^ 
i jeugenben ÄreifeS. 

4. SQ3ir moUen, menn Ä unb B bie (Snb^ 
-4^^ punfte ber Äuroe y — /*(a?) finb (» ^ a? ^ &), 

baS t^Iäd^enftüd S3 bered^nen, meines bie Jturoe 
^ jufammen mit ben beiben ©eraben Ä unb OB 
begrenzt. 

®S möge ber fpejiielle gall vorliegen, ben 
^^~^ fjig. 17 barftettt ^am f)ai man 

35 - -4'J5'J?u4 + Ö^'J. - OB'B. 




*) Galilei ift ber erfte, ber biefe lhtrt>e betrachtet l^at. 



Sogenidngen. 
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@S ift alfo 



ober*) 



© 



a 

b b 

= / ydx — -J {xdy + ydx), 



b. ^. 



a 
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= "2 J {ydx — xdy). 



3)ie unabl^ängige SSeränberlid^e ift l^ier ^. 
2)icfc fjomtcl rül^rt oon Sei6nij l^cr. 

§ 58. :(ßerei^nung tr0n :iB09enlSn9em 

y = /•(a?) l^abe in {a, h) eine ftetige Ableitung f(x). SBJir wollen 
bie Sogenlänge ber Silbfuroe oon f(x) bered^nen. SBir jerlegen 
{a, h) in bie 2^eiIinteroaIIe 

unb nennen biefe S^rfcgung 3- 

3)ie Jlurocnpunite, beten Slbf jijfen 

finb, mögen 

l^ei|en. ^ie Sänge ber gebrod^enen Sinie 

AF^F^ . . . -^_i J5 bejeid^nen wir mit 1(3) ^ 

SBenn 3 ^i"^ auägejeid^netc golge oon 

3etlegungen burd^Iäuft, fo lonoergiert, mie ^^' ^^* 

mir fe^en merben, ?(3) immer nad^ bemfelben ©renjroert l. S)iefer 

©renjwert ift bie gefud^te Sogenlänge**). 

•) 2Bir nel^men an, baß f{x) in (a, h) ftetig ift, bamlt bie 
Snteorale ejifticren. 

**) ^ie ©ogenlänge einer Äuröe ift l^ierburd^ überl^aupt erft befiniert. 
^^nlic^ l^ätten mir t^ fhreng genommen aud^ bei bem grläc^enin^aU in 
§ 66 mad^en muffen. 

99h](K 197: ftotcaletoifi, ^nfiititefitnalrecl^nunfl. 8 
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SBcnn wir bic ©cl^ne bered^ncn, bic bcm SintcrDatt (a, ß) cnt= 
fprid^t, fo finbcn wir 



nF-^y + m - r^y == (^ - «) vi + n^y 

(«<S</3) 
^abei l^aben voxx ben ^itteliDertfal auä § 30 angeroanbt. @e^en 



tütr 



9(:r) = Vl+r(:r) 

fo tüirb 

§1/ ^2/ . ./ L liegen bcjügUd^ im Snncrn t)on (a, a^i), (rc^, rr^), 
• • •/ \J^p-t/ ^)' 

SBir rootten bcn größten unb ben Ileinftcn SBert t)on ^(rc) 
in {cc, ß) mit Jlf (a, jS) unb m (a, ß) be jcic^ncn. S)ann ift 

KS) ^ (^1 — a)m(a, x^) + (x^ — a;i)w(a;i, rKg) H 

9)ic beiben 2lu8brüdfc ted^tö Iont)ergieren aber, wenn 3 eine 
auägcjeid^nete fjolge t)on Serfegungen butd^Iäuft nad^ 

b b 

fq>{x)dx ==^/Vl + f\x)dx'^). 

a a 

%{\o ift aud^ 

6 

i == /Vi + r{x)dx 

a 

ober wegen dy = f(x)dx 

b 



*) yi + f«(a;) ift nac^ § 82 ftetig, tocU l/l + t*» unb r{x) 
ftetig ftnb. 



»e{fi){elc. 1 1 



yäx^ + dy^ nennt man baS Sogenbiffcrcntial, weil 

X 

dfydx^ + dy^ = Ydx^ + dp^ 

a 
ift. 

3)ic Scred^nung einer Sogenlänge nennt man eine SReltis 
fifation. 

§ 59- «rffpide. 



a;' 



1. aSenn y =^ ^k ^^*' ^^ "'^^^ 



Vdx' + dy'^Yl + ^dx, 



alfo bie Sänge bed $ara6el6ogeng in § 57, 1 gleid^ 



jYl+^dx. 



k 



Sie ))artielle Integration liefert 



fo bafe 

ift. 2)aS le^te ^h^tegral lönnen tvic akt (ered^nen. ®e|^en toti 
nämltd^ a; = kg, fo wirb nac^ § 51,2 



8' 
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/Ä-''+"^(^^^^^) 



unb 

*9 



/lA^...MgH+|^-±v^ 



alfo 





2. Sei ber B^Koibe ift 



ober 



folglich 



(Ix* + dy* == a* I (1 — co8^/ + sin*^}d<* 
= 2a*(l — cos^^^* 

da:* + rf^' = 4a* sin* y d«\ 
l/(i^*+^/^=2asm-|-<^^ . 



2 

2)ie Sänge eined ganjen 39{^ii>^6os^^ n>trb 



29r 



2a f sin y ^^^ —4a (cos y) =» 8a. 



^ie Sänge eines SvHoibenbogend ift alfo gfeid^ bem met- 
fad^en 3)uT(l^meffer bed er}eugenben JlreifeS. 

y «- f{x) fei in {a, b) ftetig unb nie ncgatio. 2Bir benlen 
und bie Silbturoe oon f(x) ge^eid^net unb oon beten @nbpunften 
Sote auf bie o^-äld^fe gefällt ^iefe begrenjen jufammen mit ber 
rr^S^fe unb ber Jturoe ein t^läd^enftüd 8[. Saffen roir baffelSe um 
bie a;s9(d^fe rotieren^ fo entfielet ein 9totationdI5rper S. 

SSir wollen xfyx burd^ @benen^ bie toix fenbec^t jur x^^i^^e 
legen^ in 2:eile }erf(^neiben. 3)ie gugel^örige 3^I^0ung oon (a, h) 
möge 3 ^ei^en. 2)a8ienige ®tM oon Jt, bad bem ^^eilinteroaS 
(«, /3) entfprid^t, liegt innerl^alb eines SpKnberS, beffen ®runb= 
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rabtu3 M {cc, ß) unb beffen ^öl^e ß — a x\i, unb ou^l^aK eined 
S^HnbcrS mit bcrfclbcn §öl^c unb bcm ®runbrabiu8 m (a, ß), 
^ed SSoIumen t)on R tft alfo größer ober gleid^ ber ®umme aÖer 
S^Hnbct TT (j3 — a) w* (a, ß) unb Heiner ober gleid^ ber ©umme 
aller SpK^b^t tc (j3 — a) üf * (a, j3). ©arauS folgt aber, wenn wir 
eine audgejetd^nete ^olge oon 3^l^0ungen burd^laufen, ba^ 

b b 

a a 

ift. 

SEBir wollen je^t oorauSfeften, ba^ f{x) in {a, h) eine ftetige 
SlMeitung f (x) l^ot. 2Bie in § 58 nehmen wir auf ber öilbhiroe 
bie 5ßunfte Ä, P^, . . . , Jl,«i, B, bcren Slbfjiffen a, ar^ . . . , 
^p-i / ^ fiwi>- 3«^^ i>«i^ ©efnen ÄP^,Pi P^,. . . , P^_i J9 be^ 
fc^reibt bann bei ber ^Rotation ber %xinx um bie a^SC^fe ben 
5KanteI eineg abgeftumpften Äegefö. ®ie bem S^eilinteroall (a, ß) 
entfpred^enbe ©e|ne liefert einen jtegelmantel, ber gletd^ 

^ I /•(«) + m }V(ß^ä)'+{fiß)'-fMy 

^^(ß--a){f(a) + f(ß) ] yT+TTl) 

(« < 5 < IS) 

ift. SRun l^at man aber 

cc <l<^<l<ß' Stlfö wirb unfer Äegelmantel gleid^ 

27t{ß^a) /•(DyTTTVl) + ^ (is - «) 9 , 

wobei 



Sejeid^nen wir mit (i^ ben größten ®ert oon f' (x) in (a, h) unb 
mit d bie SKajimallänge ber 2^eiIinteroatte (a, ß), fo ift 

3)er größte SBert ber ^funltion 2 7tf{x) ]/! + p (x) in (a, /?) 
fei 3K («, /3), ber Heinfte m {a, ß), S)ie ©unnne aller 
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(13 - «) . m (a, ß) l^cifte 8^ (3), bic ©umtnc oncr (/5 - a)3K («, /?) 

l^ei^c ©^ (3)- 2)te ©ummc bcr j? Äcfldntäntcl, bic t)on bcn ©eignen 
ÄP^, P^Pf, . . . , Fp^^B crgeugt wetbcn, liegt bann jnjifd^cn 

unb 

Saffcn n)it 3 ^«c auögcjeid^netc ^olgc »on 3^I^9W"8^'^ burd^ 
laufen, fo lonuergicren (roetl lim ^ «= ift) beibc (Stößen nad^ 
bem ©ren^roert 

6 b 

a a 

liefen ©tengroert nennen xovc bic 5KantelflQ(l^e beS 9lotationSl8rpet8. 

§ 6L M^TfXtl 

Saffcn u»ir bcn ^alblrciS 

y = Vl~-~x^ (~ 1 < ^ < 1) 

um bic aj^STd^fc rotieren, fo entjic^t eine Äugel oonx Slabius 1. ^i)x 
3SoIumen ift nad^ § 60 gleid^ 

7tf{l -x^)dx. 
— i 
9iun l^at man aber 

' 'l—x^)dx=C + x 3 
®8 wirb alfo 



ß- 



x^ 



1 



TT I (1 — x^) dx=- 7t(x — Y) "= X ' 

— 1 

3)ie Dberfläd^e ber Äugel wirb nad^ § 60 gleid^ 

1 

2 7t j dx ^ 4: 7C , 
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tDeil 

dx^ + (?«/* = — 



X* 



ift. 

Segt man burd^ bie ^ßunftc x^ a, x=^h*) jioci ®bencn 
fcnfrcd^t jur xMä)\t, fo mi^tzf)i eine Äugcljonc. 3^i^ 3SoIutncn ift 
glcid^ 

7t I (1 — a;^) c^a: = TT (5 — -j — 7c (a — ^ ) , 

il^re SWantelfläd^c glcid^ 

2 7t j c?a? == 2 TT (6 — a) . 



S)tc crften Slnfänge ber 3nfimtefttnalrcd6ttung finbcn ftd^ fd^on 
in bcn flafjtfc^cn arbeiten ber großen flried^ifd^en (Seonteter. 3^^= 
befonbere gilt baS t)on ber ^integralrec^nung. älrd^imebeS 
(287 — 212) war im Sejt^e einer SWctl^obe, bie im mefentli^en 
^ntegrotred^nung ift. ®aS jetgen befonberä bie lürjlid^ t)on 
§eiberg neu aufgefunbenen ard^imebifd^en ©d^riften. 2lrd^imebc8 
benu^te feine ^etl^obe jur SSered^nung Don^Iäd^en« unbStauminl^alten 
fon)ie jur Seftimmung von ©d^racrpunlten. Serü^mt ift feine 
Duabratur eines 5ßarabelfegmentS foraie feine Äreiä- unb Äugel- 
bered^nung. 

3m SKittelaltcr fani bie SKatl^ematif von ber ^ö^e, bie bie 
gried^ifd^en ©cometer erreid^t l^atten, DöKig l^erab, unb afö man im 
15. Qal^rl^unbert baS ©tubium ber grie(|if d^en ©eometer begann, 
fehlte baä SSerftänbniS für bie Strenge ber Semeife, bie rair bei 



*) -i< a<6<;i. 

**) ^a6) (S:antord )6ortefungen Aber ©efc^ii^te ber SRatl^emati! 
unb S^utl^eniS @lef(i^ld^te ber ^atl^ematil im 16. unD 17. ^al^rl^unbert. 
SBcnuJt fmb oud^ bie beiben ©d^rtften bon ®erl^arbt „3)lc ©ntbedfung 
ber ^ifferentialred^nung burd^ Seibnijj" unb »5)le (Jntbetfung ber l^öl^ercn 
«nal^P«", 
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jenen auggejetd^neten ^enlern ftnben. 2^ro|bem toivtten befonberd 
bie ©d^riften bed 9(rci^imebeS ontegenb. 

®er berühmte äfttonomSol^anneS Äeppicr (1671— 1630) 
etreid^te eine gto^e SSirtuofttät in ber ^anb^abung infinitefinta(er 
ÜRetl^oben. ®r lant Dennöge feined feinen ntatl^ematifd^en S^oltg 
faft immer ju rid&tigen ©rgebniffen, obmol^I feine 9Kell^oben nid^ts 
meniger afö ejaft marcn. 3^ ^dnex „Stereometria doliorum" 
(©tereometrie ber SEBeinföffer), bie 1615 gebrudft ift, finben mir im 
erften 9lbfd^nitt eine Strfapitulation ber ard^imebifd^en ä(rbeit über 
Äugel unb S^Iinbcr. ^ier iönnen mir fd^on feigen, t)on meld^cr 
2(rt Äepplerä inpnitefimale SSetrad^tungen finb unb mie fel^r bei 
il^nen jebe ©pur eines mirßid^en Semeifeä fel^It. Äeppler erßört 
j. ©., bie itugel beftel^e „gemifferma^en" auS unenblid^ vielen äu^erft 
bünnen Äegeln, bie il^re ©pi^e im SWittelpunIt unb il^re SaftS auf 
ber Dberfldd^e ber Jlugel l^aben. ©o ift e3 bann leidet, ben ^nl^alt 
ber Jlugel ju finben, menn man il^re Dberflöd^e fd^on fennt 3^ 
äl^nlid^er äBeife bered^net j^eppler bie SSoIumina von anbem Itör- 
pttn, ©0 menig biefed leid^tfertige Umgel^en mit bem Unenbfid^s 
Keinen ben gorberungen ber matl^ematif^en ©trenge entfprid^t, fo 
fel^r l^at eS bod^ bie Sorfd^ung geförbert. 9Kan fonnte fid^ leidster 
bemegen alä in ber fd^meren Slüftung einer ftrengcn 3Retl^obe. 

jtepplerä 93ud^ übte freilid^ {einen fo großen (Sinflu^ au3. 
S)a8 glüdfte in oiel l^öl^erem 9Ka^e ber „Methodus indivisibilium" 
beS SRailönberä (Sa^alieri, (1591—1647) obmol^r i^re ®runb= 
lagen unflar maren unb Diele Singriffe erful^ren. SBtr miffen aus 
Sriefen ßat)alieri8, ba^ ber gro^e ©alilei (1564—1642) eine 
äl^nlid^e SJletl^obe befa^. Sat)alierid ^auptibee ift eS, ein ebenes f^Iäd^em 
ftütf als ben S^begriff aller gu einer feften ©eraben parallelen ©eignen 
}u betrad^ten unb einen Rbvpex als ben Inbegriff aSer ju einer 
feften ®bene paraKelen ebenen ©d^nitte. hierin fted^ im ®runbe 
ber Segriff beS beftimmten Integrals, aber bod^ in einer fel^r un= 
Haren ^orm. 6at)alieriS SKetl^obe mürbe Don 3^orricelli, einem 
©d^üler ©alileis benu^t, um ben ^läd^^ninl^alt ber S^^loibe ju 
bered^nen, unb erful^r aud^ fonft bie mannigfad^ften SKnmenbungen. 

3n ^anfreid^ l^aben ^ermat (1601 — 1665), 3lobert)al 
(1602—1672) unb ?ßaScal (1623—1662) 5IRet^oben jur 8luS= 
fül^rung t)on Duabraturen entroidfelt. ©ie Derlie^en j. %. bie rein 
geometrifd^e SarfteKungSform, inbem fie im Slnfd^lu^ an fßxtta 
(1540—1603), ber l^ierin als Vorgänger 35eScarteS'jubetrad^ten 
ift, bie geometrifd^en ^ebilbe ins Slnalptifd^e überfe^ten. 
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(Sine äu^crft frud^tbareSCätißfcit entfaltete tttenglanbaaSalliS 
(1616—1703), ber ftd^ meHeid^t am weiteften von ber Strenge ber 
gried^ifd^en ©eometer entfernt. 3^^ feiner „Arithmetica infinitorum" 
(I6ö5)t)em)enbet er mit großer Jlül^n^eit3inbuItionS= unb Slnalogie* 
fd^lüffc, bie man fonft in ber matl^ematifd^en aBiffenfd^aft nid^t ge* 
möl^nt ift. 

SBenn aud^ ber (Segenftanb, ben äSaHid bel^anbelt, n)ie bei 
feinen SSorgöngern bie 33eftimmung t)on f^Iöd^em unb Slauminl^alten 
ift, fo unterf (Reibet er fid^ bod^ t>on il^nen burd^ baS gan} auSge^ 
fprod^enc ^eroortreten ber red^nerifd^en Seite. @r jid^reibt eine 
Arithmetica infinitorum. 

^Probleme, bie, miemirwiffen, mitber 2)ifferentialred^nung 
jufammenl^ängcn, ftnb baS 2^angcntcnproBIcm unb ba§ Problem ber 
5IRajima unb 3Kinima. Sie ftnb lange nor ber Srfinbung ber 
^ifferentialred^nung in fpejieQen fallen Be^anbelt roorben. 

@3 ift belannt, ba^ fd^on bie ©ried^en bie S^angenten t)ers 
fd^iebener Äurt)en lonftruiert l^aben. S^orricelli unb 9lo6ert)aI 
lieferten eine nad^ il^rer SKeinung attgemeine S^angentenmetl^obe auf 
linematifd^er (Srunblage.*) 3" DoU^iex Slttgcmeinl^eit lonnte aber 
baS 3:^angenten|)robIem erft nad^ ber Srfinbung ber anal^tifd^en 
©eometrie burd^ 95e8carteä (1596—1650) Bel^anbelt werben. 
3)eScarteS felbft bejeid^net eS in feiner Geometrie (1637) als baS 
nü^lid^fte unb allgemeinfte Problem ber ©eometrie. fjreilid^ 
ift S)eScarte8' eigne Söfung biefeS Problems, Bei ber er fid^ eines 
bie Äurx)e Bcrül^renben ÄreifeS Bebicnt, nid^t fel^r Braud^Bar. 

tjermat entroidfelte eine SWetl^obe ber 3Ka5ima unb SJlinima 
unb eine ^^angentenmetl^obe, wobei er mit einem unenblid^ Keinen 
3nfrement ber unaBl^ängigen SSeränberlid^en operierte. 3luf ®runb 
biefer J^atfad^e l^aBen fogar franjöftfd^e SKatl^ematiler ^ermat als 
ben ©rfinber ber 2)iffcrentialred^nung Bejeid^net (j. 35. Saptace). 

^er Berühmte l^ollänbif d^e ^atl^ematiler unb ^l^^füer $ u ^ g e n S 
(1629 — 1695) fannte bie SlrBeiten »on germat unb l^at fid^ mit 
ber SBeiterfü^rung unb ftrengeren S3egrünbung feiner 50letl^obc 
Befd^äftigt. 

2lud^ Sarroro (1630—1677), ber Seigrer JRerotonS, l^at aScr= 
bienfte um bas 2^angentenproBlem. (£r fnüpfte in oielen ?ßunlten 
an S^orricelliS StrBeiten an. 



*) @ie löften mit $ilfc tl^rer Knematlfd^en aBetrad^tungStocife biete 
Aufgaben, §. ©. gelang Sloberbal bie 9lc!ttflfarton ber S^f^^oibe. 
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®ottfrteb 38ill^elm SeiBntg rourbe 1646 in Seipjtg ge^ 
boren. 15 ^al^re alt n)urbe er 1661 in Seipjig ald @tubent im- 
malriluliert. ®r tarn burc^ baS ©tubium ber Sogif gur SRatl^ematif, 
bie aber boniate an bcn bcutfd^en Uniüerfttötcn fe^r wenig in Slüte 
ftanb. @d roax nur bie Slementarmatl^ematil, bie Seibnig in ben 
iBorlefungen lennen lernte. 9Cucl^ feine }eitn)eilige Überfiebelung 
nad^ 3ena fonnte feinen ntatl^ematifd^en @tubien nid^t befonbere 
^örberung bringen. 

@rft t)iel fpäter, afö er fd^on feine politifd^e SaufBal^n begonnen 
l^atte, foffte er mit ben neueren ^ortfd^ritten ber 9Rat^ematif belannt 
werben. @r lam im S^i^rc 1672 mit einer biplomatifd^en 9Jliffion 
nad^ $ari3 unb lernte bort bie berül^mten ÜRänner am $ofe Subn)ig§ 
be8 xrv. lennen, unter il^nen ^u^geni?. ®iefer l^attc gerabe 
bamatä fein großes 2BerI ,^orologiuin oscillatorium" t)ottenbet. 
@g l^anbelt von ber $enbelul^r unb bietet im Slnfd^Iu^ baran eine 
^üKe med^anifd^er unb geometrifd^er Unterfud^ungen. 9(Id Seibnij^ 
biefeS Sud^ laä, erfannte er bie Unjulänglid^feit feiner mat^ematifd^en 
SSorbilbung, unb er begann mit @ifer bie Sd^riften ber großen 
SJtatl^ematifer ^eäcarted, $agcal ufm. }u ftubleren. ®3 bauerte 
nid^t lange, fo mad^te er fd^on eigene @ntbed(ungen. (Sr fanb ba3 
Slefultat, meld^eS mir in § 57 (9lr. 4) mitgeteilt l^aben unb fonnte 
mit beffen ^ilfe ciele fd^on belannte Duabraturen auSftil^ren. Sei 
biefer (Selcgen^eit fam er aud^ auf bie fjormel 

4 3^6 7 ^ 

@d^on bamafö l^at fid^ Seibnij mit ber Sont)ergens altera: 
nierenber Steigen befd^öfttgt. SSon tl^m rül^rt aud^ ber @o^ l^er^ 
ben wir in § 18, 3lx. 2 angegeben ^aben, ben er aber erft fpäter 
(10. Sön. 1714) in einem Sriefe an So^^nn Sernoulli ftreng 
betoetft. (Sin Srief 5Rett)tonö, ber i^m 1676 burd^ DIbenburg, 
ben ©elretär ber Sonboner ©cfettfd^aft ber SQStffenfd^aften*) über* 
mittelt mürbe, jeigtc Seibntj, mie große fjortfd^ritte bie englifd^en 
aßatl^ematiler auf bem t)on i^m betretenen ©ebiet fd^on gemad^t 
l^atten. S)er Slemtonfd^e S5rief entölt u. a. bie Sinomialreil^e, 
fomie bie 9leil^en ffir cosa; unb sin^. Seibnij lieg fid^ aber 
nid^t etma entmutigen. SSielmel^r fteigcrten bie SRemtonfd^en 

•) Seibntj l^atte Olbenburg X678 ouf einer ?Reife nad^ Sonbon 
lennen gelernt. 
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äßitteilungen feine 93egeifterung für ben ©egenftanb. Sd^on 1673 
befd^&ftigte er fid^ aufer ntit Duabraturen aud^ mit bem S^an» 
gentenproblent^ unb 1675 toax er fd^on fo xotit, ba^ er bie (eiben 
jc|t in ber gan jen SBelt benu^ten D<)erationÄjeid^en d unb / eins 
fü|rtc. S)aS war ein ©d^ritt t)on ber attergro^ten Sebcutung. 
äRit SRed^t fagt Seibnij fpöter in einem Briefe an ben Marquis 
de FHÖpital (1693), baß ein Seit be« ©e^eimnijfe« ber änal^ft« 
in ber Se}eid^nung$n)eife liegt, unb er l^at aud^ bei melen anbem 
©elegen^eiten bie SBid^tigleit einer jwedfmö^igen ©^mbolil betont*). 
3Ran tann mit einiger ©id^erl^eit ben 2^ag angeben, an mefd^em 
Seibnij jum erften SKale bie beiben ©^mbole d unb / nebenein« 
anber benu|te. @g ift ber 29« (Dktober 1675. Seibnij ging 
fogleidö baran, bie einfad^ften Siegeln für baS 3led^nen mit biefen 
©qmbolen auf jufudjen .**) 6r mar fid^ betonet eine neue Sted^nunggs 
art (noynm genas calcnli, toit er felbft fagt), gefunben }u l^aben 
unb erlannte bk gro^e S^ragtoeite berfelben. Unb gerabe bieg 
gibt uns ba8 Siedet i^n für ben maleren ©rfinber ber gnfinitefimals 
red^nung ju l^alten. 9Ran mu^ jugeben, ba^ Seibni) ftd^ an 
t)erfd&iebenen ©teilen nid^t Ilar barüber auSfprid^t, xoa^ feine ©iffe« 
rcntiale eigentlid^ bebeuten. 2lber in feiner erften 5ßubliIation über 
bie S)iffeTentialred^nung, bie 1684 in ben Acta eraditorom er- 
folgte, finben mir im Slnfang bie Differentiale genau fo bepniert, 
mie mir fie je^t bepnieren. ©8 l^ei^t bort mörtlid^: „©egeben fei 
eine «d^fe ÄX unb mel^rere ßurüen VV, WW,YT, ZZ. gi^rc 
jur Sld^fe fenlred^ten Drbinaten VX, WX, YX, ZX motten mir 
mit V, w, y, z begeid^nen, ben Slbfd^nitt AX auf ber Sld^fe mit x. 
3)ie Sangenten feien YB, WC, YD, ZE. Sie mögen bie Sld^fe 
bejüglidj in B, C, D, E treffen. Slunmel^ motten mir mit dx eine 
beliebig angenommene ©tredfe bejeid^nen unb bie ©trecfe, meldte 
fid^ ju dx tjerl^ält mie v (ober w ober y ober z) gu XB (ober 
XC ober XB ober XH), mit dv (ober dw ober dy ober dz) . . ." 

*) ^m 26. äJi^ärg 1676 fd^reibt er: lUnBtribns exemplis qnotidie 
disco, omnem solveiidi pariter problemata et inveniendi theore- 
mata artem, tunc cum res ipsa imaginatiom non snbjacet aut ni- 
mis vasta est, eo redire, ut characteribus sive compendiis imagi- 
nationi sabjiciatnr, atque qnae pingi non possunt, qnalia snnt 
intelligibilia, ea pingantnr tarnen hieroglyphica qnadam ratione, 
sed eadem et pbilosophica. Quod fit, si non ut pictores, mystae 
ant Sinenses similitadines qnasdam sectemur, sed rei ipsius ideam 
seqnamnr. 

**) tttm 2l.9ioöembcrl675 fanb er bie fjonnel d{uv) = «dv + ^du. 
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2)a, wie wir roiffen, v' bic Stid^tuttgSlonftantc bet S^angctitc 
ift, fo wirb 

dv = ^^ e?a; = v^dx, 

alfo gctabc ba^, roai^ wir jc^t baS 3)tffcrcttttal t)on v nennen. 

Seibntj ging 1676 afö SSorftanb ber l^crjogKd^en Sibliotl^cf 
nad^ $ttnnot)er. 3)icfc8 neue 2lmt unb feine politif(^c unb pl^iIo= 
fopl^ifd^e 2lätiglcit naiimcn i^n ftarl in Slnf^irud^. ®r war aber 
boc^ immer mit bcm 2luSbau feines neuen ßalcüls unb mit 3ln= 
menbungen beffelben Befd^äftigt. @^ ftnben fid^ in feinem Slad^Ia^ 
tjerfd^iebene ©ntroürfe ju einer befinitiocn 5ßubliIation über bcn 
©egenftanb. @ine fold^e erfolgte aber, mte oben gefagt murbc, erft 
1684. 3«J*i^ifd^^w "fi^i^^ fid^ Seibnij in einem Srief an 9fen)ton 
(1677) über feine 2)ifferentialred^niing auägefprod^en. 

Äurfürft gtiebrid^ HI. berief Seibnij nad^ Serlin; l^ier 
grünbete er bie aifabemie ber SBiffenfd^aften. 3lad^ Hannover jurüdE* 
gefeiert mar er 1713 bamit befd^äftigt bem Äurf ürften t)on §annot)er 
bie S^ronfolge in (Snglanb ju fidlem, bie il^m bie 2^orieS aber= 
fennen moäten. ®iefe politifd^e Stötigfeit trug mefentlid^ bagu bei, 
il^n mit SRemton ju t)erfeinben, ber ber ^ßartei ber JorieS angel^örte. 
1714 fam ber Äurfürft t)on §annoDer auf ben englifd^en 2^]^ron. 
Slber Seibnij fiel in Ungnabe unb mar in ben legten Seben^ja^ren 
»ereinfamt. 6r ftarb, von l^eftigen lör^jerlid^en Seiben geplogt, 1716. 

Sfaaf Slemton mürbe 1642 in SBooIStl^orpe bei ©rantl^am 
in Sincolnf^ire geboren unb lam 1661 ate ©tubent nad^ 6 am« 
bribge. ^ier ftubierte er ^eScarteS* Geometrie unb SBalliS* 
Arithmetica infinitorum unb ^örte bie SSorlefungen SarroroS. ®r 
l^atte, mie man fie^t, mel^r ©lücf als Seibnij, ber mäl^renb feiner 
©tubienjeit nid^t^ von ben neueren S^^M^ritten ber SDlatl^ematil 
erful^r. 3len>ton badete über alle3, mag er la^, felbftänbig nad^ 
unb „bag ftete 9iad^ben!en" mar, tnie er felbft fagte, ber SBeg, auf 
bem er ju feinen großen ®ntbedungen lam. 3*^ ben 3^^^^*^ 
1665 — 67 fanb er (burd^ ba§@tubium t)on aBallig angeregt) bie 
Sinomialformel für gebrod^ene pofitioe unb negatioe S^onenten 
(tjgl. oben § 39) unb oerfd^iebene anbere mit unenblid^en SReil^en 
jufammenl^ängenbe Slefultate.*) 8lud6 legte er bamolä fd^on ben 

*) 8- ©. bie 9ieil^cncnttDidflung algebraifd^cr fJun!tioncn. 
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©ruttb ju feiner fjlujion^reci^nung. SJie bireftc unb bie ins 
t)erfe f^luiHon^red^nung finb badfelbe n)ie S)ifferentiat unb Slntegraf:: 
ted^nung. ^ jene 3^it fö0t aud^ feine gro^e Sntbettung ber aK« 
gemeinen ©aoitation. ^ie ©runbibee ber ^lu^iondred^nung ift 
bie, ba^ jebe SSeränberlid^e ober ,,Sluente" alö Munition ber Seit 
betrad^tet wirb. 3)ie Seit ift a(fo bie aOgemeine unabhängige 3Ser= 
änbcrlid^e. 3)ie ©efd^tüinbigleit, mit ber eine gluente x fi(| önbert, 
nennt Slemton bie „fJIwjion" von x unb bejeid^net fie mit x, 
önbert ftd^ x gleichförmig, b. ^. in gleid^en ^txitn ma ben gleid^en 
8etrag, fo ift i = 1. Die 9ie»tonfd)en glu^ioncn finb alfo bog« 
felbe wie bie Ableitungen ober 2)ifferentialquotienten, nur ba§ bie 
3eit bie unabhängige SSeränberlid^e ift. 

®if mu^ überrafc^en, ba^ Sleroton, obmol^t er fc^on fo öiefe 
Slntoenbungen tjon feiner gtujioni^recönung befa|, in feinem großen 
äßert f^hilosopbiae naturalis prindpia mathematica'' (1686—87) 
!einen ©ebraud^ baoon machte. 9tac^ feiner eigenen Eingabe l^at 
er bie meiften 9iefultate in biefem 93ud^ mit $ilfe feiner ^lusiond« 
red^nung gefunben unb nad^ bem Srfdieinen beffeiben jeigte aud^ 
Seibnij, mie leidet fic^ bie meiften Slefultate mittelft ber 3nfini= 
tefimatrec^nung ableiten laffen @d lam aber 92en)ton barauf an, 
fo mid^tige Unter fuc^ungen, wie fie bie „Principia" enthalten, in 
einer ^orm barjuftetten, bie ben Sefer nid^t nötigt, erft eine neue 
Sted^nung^art {ennen ju lernen. 

$ublijiert l^at Stemton feine g(usioni?red&nung fel^r fpät, 
obmol^l t)erfd^iebene 9(b^anblungen längft aui^gearbeitet bei il^m 
lagen. @ein ^auptmerl Aber ^Snfinttefimalred^nung ,,M6thodas 
fluxionum et serierum infinitarum^^ mürbe erft nad^ feinem S^obe 
(er ftarb 1727) gcbrudtt. 5Reroton ^atte immer eine grofee Slb* 
neigung 5ffentlt(| aufzutreten. ®i$ mirb gefagt, bo^ ij^n ein ©egenftanb, 
ben er bearbeitete, nid^t me^r intereffierte, fobalb anbre etmad ba» 
rüber publigiert Ratten. 35a3 mag ber ®runb gemefen fein, ba^ feine 
5(u5ionäre(|nung fo fpät ütröffentlic^t mürbe, ju fpät, um fid^ neben 
bem fc^on verbreiteten Seibnijfd^en Salcül ©eltung ju oerfc^affen. 

^tx ]Ort0ntJfte|trett ^nrtfi^en VitmXm unft Cnbni^ 

3m Sa^re 1699 liefe S«icoIag ga^io be »uillier (ein 
©enfer, ber Sejiebungen ju ^u^gend l^atte unb ^itglieb ber 
Royal Society mar) mit ©ene^migung biefer ©efefffc^aft eine ©d^rift 
erid^einen, in ber er Seibnij oormarf, er l^abe feine S)iffercntiat 
red^nung nic^t felbftänbig erfunben, fonbem Don Slemton entlehnt. 
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Seibni} befd^merte fic^ toegen biefer Sefcfiulbigung bei ber 
Boyal Society unb ße^ in bcn „Acta Eniditorum" eine 9lnts 
tDort auf ^atioiJ Slngriffc erfdjeinen. ®r fü^rt Stteiütond cigned 
SeufltiiiJ an, ber in ben „Principia" bie Unab^ängigleit feiner unb 
ber Seibnijfc^en (Sntbedhtngen öffentlich anedlannt ^atte (1687). 

3[m ^af^xt 1704 lie^ 5Ren)ton im Slnl^ang cineg optifd^en 
äBerIed eine alte älb^anblung über bie Duabratur ber i^uroen, bie 
eine lurje 3)arfteIIun8 ber ^(u^ondred^nung txdtialt, brud^en. 
Seibni) fd^rieb für bie Acta Eniditoniiu eine älnjeige biefer 
©c^rift, ol^ne aber feinen SRamen ju nennen. 3n biefer SCngeige 
finbet jid^ eine 93emerlung, bie fo aufgefaßt n^erben lann, ald moKe 
fie Slemton bie Selbftänbigleit ber Srfinbung ab[pred^en unb il^n 
t)on Seibnig abl^ängig nta^en. 9len)ton f^eint, bamdlä burd^ 
politifd^e 2^ätigfeit ftarf in Slnfprud^ genommen, biefen Sluffafe nid^t 
gelefen ju l^aben. SSieSeid^t l^ätte er fonft barauf geantmortet. 
Seibnij benu^te aud^ ben %o\> ^iacob SSernouUiS (ber gu- 
fammen mit feinem ©ruber So^o^« oiel für bcn SluSbau unb bie 
Slnmenbungen bed Seibni gfd^en Salcüld getan l^atte), um in einem 
Slefrolog bie „Seibnigfd^e Snfiniteftmalanal^fiS" aU eine gro^e ©rfin« 
bung l^infteEen gu laffen, o^ne bo^ babei ^Remton ermäl^nt mürbe. 

SBon ber anberen ©eite fam erft 1710 miebcr ein SBorfto^. 
Sol^n Jteill, ein ^nl^änger 3ttxoton^f fd^ieb eine äCrbeit über 
3entripetallräfte unb fagte barin gerabegu, Seibnig t)abe bie 92ems 
tonfd^e t^Iusiondred^nung „unter äSerönberung bed 3tamend unb 
ber S3ejeid^nung«meife in ben Acta Eruditorum t)er8ffentUd^t^ 
Seibnij befd^merte fid^ mieber bei ber Royal Society, beren 5ßräfis 
beut bamald 9temton mar. ®d mürbe bann fd^Iie^Iid^ eine Aom^ 
ntiffion eingefefet, bie ben 2^atbeftanb prüfen fottte. ©ie fprad^ fid^ 
bal^in auiJ, ba^ Slemton ber erfte ©rfinber ber ^nfinitefimalrcd^^ 
nung fei. 3)ie ©d^riftftütfe, auf bie ftd^ iai Urteil ftüftte, mürben 
gebrucft unb überaS t)erbreitet. älUe Semül^unqen Seibnijend unb 
unparteiifd^er SRänner maren erfolglos. SBä^renb bed gangen 
18. 9!al^r^unbertd ^at man bie ©ntfd^eibung jener Jtommiffton für 
ma^gebenb gel^alten unb erft bad 19. ^^^i^^ttnbert l^at bie ®^re 
unfered großen SanbiSmanned mieber^ergefteUt. ©eine Unabhängig- 
feit öon SRcmton ift mit ©id^erl^eit nad^gemiefen unb 9liemanb 
barf iefet baran gmeifeln. Slbl^öngig ift er nur — ebenfo aber unb 
melleic^t in noc^ ^ö^erem 3Wa^e 9lemton — t)on bcn $!Jlännem, 
bie mir oben aU bie SSorlSufer beiber bejeid^neten. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Biermaniiy Dr. Otto^ Professor an der k. k. Technischen Hochschule 
zu Brunn, Elemente der höheren Mathematik. Yorlesnnffen 
zur Vorbereitung des Studiums der Differentialrechnung, Algebra 
und Funktionentheorie. [XII u. 882 S.] gr. 8. 1896. geh.n, JCIO,—, 
in Leinwand geb. n. JC 11. — 

Burkhardt; Dr. H.^ Professor an der Universität Zürich, Vorlesungen 
über dieElemente derDifferential- undintegralrechnung 
und ihre Anwendung zur Beschreibung von Naturerschei- 
nungen. Mit 38 Figuren im Text. [XI u. 262 S.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. JC 6. — 

CesärOy Emesto^ Professor der Mathematik an der Eönigl. Universität 
Neapel, elementares Lehrbuch der algebraischen Ana- 
lysis und der Infinitesimalrechnung. Mit zahlreichen Übungs- 
beispielen. Nach einem Manuskript des Verfassers deutsch heraus- 
gegeben von Dr. Ot. Eowalewski, Professor an der Egl. Berg- 
akademie zu Clausthal. Mit 97 Figuren im Text. [VI u. 894 S.] 
gr. 8. 1904. In Leinwand geb. n. JC 16. — 

Czuber^ Dr. Emaoiuely Professor an der Technischen Hochschule zu Wien, 
Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. 
2 Bände. Zweite, sorgfältig durchgesehene Auflage, gr. 8. 

L Band. Mit 115 Figuren im Text. [XIY u. 660 8.] 1906. In Leinwand 

geb. n. JC 18.— 
IL — Mit 87 Figuren im Text. [Yin u. 532 S.] 1906. In Leinwand 
geb. n. JC 18.— 

Fisher, Dr. phil. Irving^ Professor der Nationalökonomie an der Yale 
Universität, kurze Einleitung in die Differential- und In- 
tegralrechnung (Infinitesimalrechnung). Aus der durch 
mehrere Verbesserungen des Verfassers vervollständigten dritten 
englischen Ausgabe übersetzt von N. Pinkus. Mit 11 Figuren im 
Text. [VI u. 72 S.J gr. 8. 1904. In Leinwand geb. n. JC 1.80. 

Frioke. Dr. Robert^ Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
scnweig, und Geh. Begierungsrat Dr. Felix Klein. Professor an der 
Universität Göttingen, Vorlesungen über die Theorie der 
automorphen Funktionen. In 2 Bänden. 

L Band. Die gruppentlieoretisclien Grundlagen. Mit 198 Figuren im 

Text. [XIVu. 634 8.] gr. 8. 1897. geh. n. UK 88.-~ 
n. — Die funktionentheoretischen Ausführungen und die An- 
wendungen. 1. Hftlfte. Engere Theorie der automorphen 
Funktionen. Mit 34 Figuren im Text. [888 S.] gr.8. 1901. geh.n..A10.— 

Genooohi. Angelo, Differentialrechnung und Anfangsgründe 
der Integralrechnung, herausgegeben von Giuseppe Peano. 
Autorisierte deutsche Übersetzung von Dr. G. Bohlmann, Pro- 
fessor in Berlin, und A. Schepp, weiland Oberleutnant a. D. in 
Wiesbaden. Mit einem Vorwort von A. Mayer. [VII u. 399 S.] 
gr. 8. 1899. In Leinwand geb. n. JC 12.— 

Hamaoky Dr. Axel^ weiland Professor der Mathematik an dem Poly- 
technikum zu Dresden, die Elemente der Differential- und 
Integralrechnung. Zur Einfuhrung in das Studium dargestellt. 
Mit Figuren im Text. [Vm u. 409 S.] gr. 8. 1881. geh. n. JC 7.60, 
in Leinwand geb. n. JC 8.60. 



ans Höhlt mnb O^eftteswell* 

3<6ts B(in6^en geheftet 1 Ilt!^ gefc^matfocll gefrunötn I ITt!. 25 Pfg. 

amerifo. 6<f<^^te bct Octeim^ten Staaten oon Amerifa. Don 
Dr. C. DattttU. (Kr. 147.) 

<Si5t in ftoUn SftgfN eine tterfid)ttU^ 1>«ilriiitii9 6er gefd^U^mdicii, bOiutsMfU^lil^ 
unb BHrt{«)aml<^ CnttokBung der Perc bii fltei t Stoatc« von öcn crften IMMt^ttettsoer* 
ftt^cit bis yir ifivgften ^^egenoart mit befonöerer BerüitfM^tiguns öcr ocrf(bie6ciicii MÜttfdien, 
ell^nogrfq»^!}^^ losiaUn unft »irtfd^aftlidKn Probleme, 6ie sur Seit Me Amerifaner be« 
foiibers beaicgeii. 



f. a. (Te^ntf^ ^c^f<^nlen, Sil^uliocfeii. 



£lnaiom!e« Die Anatomie 6e$ TRenf^en. Don Prof. Dr. X. ». Barfte« 

leben. 3n 4 Bdnben. (Ilr. 201. 202. 203. 204.) 

I. VeS: Rngetneine Anatomie nnö CntnUbnigsgef^id^c. Bttt M fibbilb. im Hcci (Sr. 201.) 

II. lEeil: Stelett, ^ündt, lÜe^itiL mit ic^lrei^^ abbObtiitseii. (Ox. 201) 

Zn einer Rei^ om (4) Bflnben wirb 6ie menf^U^ Hnoiomic in tBoppcm, ffir gebObetc 
£aien lei^t »erftanblidqem f e|te baraefteOt, tsobei dxit grogc Anjo^I fovgfaltig ausgexnai^ttcr 
AbbübuKoen bie Anf(I)auIi^!eit er^fot Der erftc, bie .allgemeine Anatomie" be^anbelnbe 
Banb ttL^aHt u. c einiges aus ber «efi^Ate bcr Anatomie, oon Qomer bis sur IleiQeit, 
femer bie Seilen« unb 6ci»ebeic^e, bie Cntnidbingsaef^iAte, foibic formen« ntoS vmib 
C^oDidit bet Kdn>ers. 3m 39c<ten Banb VHxbtn bann Scelett, Knoqen nnb bie (belenZe nebft 
einer me^^it ber leüteren, tm britten Ht btwtgfnbm (Droanc bes K5tptX9, bie tlTusfeln, 
bas {^erj nttb bie CefS^, im oierten enblid) Dirb bie Ctngeveibele^re, nomenfli^ btt 
Dormtraittis, föioie bie Qarn' nnb (bef^le^tsorgane 3ttr Darfteilung gcbrad^t. 



f. a. C}eiItDi{fenf<j^aft; ITlenf^. 



flii^yo|>oIodie f. IfUnf(i|. 

ftrbefterfd^. Arbeiterf(^ttti unb Arbeheroerfiil^erttng. Don toeil. prc 
feffor Dr. (D. 9. 3tDie6ine(f«SübenI}orft. (ttr. 78.) 

Das BttA bietet eine oebrSngtc DorfteÜung bcs gemeiniglid) unter bem (Eitel «Arbeiter* 
frage* beqanbelten Stoffes; insbefonbere treten bie fragen ber Itotmenbigfeit, 3me<tm&6ig* 
(eit unb oer dfonomifqen Begrenjung ber einzelnen Sd)U^magna^men unb Öerfidierungs* 
einri^tungen in ben Borbergrunb. 



f. a. Derfi^entng. 



^titf^mctU unb Blgcbta 3um Selbftuntern^t. Don profeffor Dr. 
p. (Eran^. I. ([eil: Die Hed^nnngsarten. (bleid^ungen erften (brabes mit 
einer unb mehreren Unbefannten. (bleic^ungen ^toeiten (brabes. lUit 
9 Sigurcn im (Eejt. (Kr. 120.) 

IPfll in teid|t faftfi^cr unb ffir bas Seibftftubium geeigneter BocfteOmtg fiber bie Anfangs« 

grflHbe ber AritqmetS nnb Algebra ttnterctd)ten nnb bebanbelt bie fieben Re<!^mingsarten, 
ie <blei(!^ungen erften <&rabes mit einer unb mehreren unbefannten unb bie 6leubungen 
weiten (Bvaots mit einer Unbefannten, mobei (dtlicgti^ aud) bie Cogarit^men ausfu^rli^ 
el)an&elt merben. 



f. a. HXat^ematifc^e Spiele. 

Üftltetft f. tebensatifdjauungen. 

ftftronomie. Das aftronomif^e tDeltbtIb im IDanbel ber 3eit. D 

Profe[for Dr. S. (Dppen^elm. ITIit 24 abbilbungen im tCeft. (Hr. IT 

S(|)ilbert ben Kampf ber beiben ^auptfä(^li^ften »IDeUbUber', bes bie €rbe unb bes 
Sonne als ntittelpunft betrad)tenben, ber einen bebeutungsoollen AbJAnitt in ber Kuli 
gef<j^i^te ber menfd^^ bilbet, mit er f<l^ im Altertum bei btn onec^en entftanben i 
anbertt)alb 3abrtaufenbe fpBter 3U Beginn ber Iteu^eit burd^ Kopemifus oon neuem ai 
genommen touroe unb ba erft mit einem Siege bes ^eliojentrifc^en Sqftems fdilog. 



f. a. Kalenber; nionb; XDeltan, 



Atome f. Ittoleülle. 



Z^hes Bänöc^en gel^eftet 1 lYl!., 9ef(^madQoU gebunben I tlt!. 25 Pfg. 

^tuge. Dos Huge 6e$ Ittenfc^en un6 feine (5efunö^eitspfleae. Don prbat« 
öo^ent Dr. med. 6eorg Hbelsborff. lUit 15 Bbh. im llert (Hr. 149.) 

Sc^tlöeri 6ie Hnatomie 5es menf^Iid^en Auges fomic öie Ceifiungen 6es 6efi^ts(innes, be» 
fon6er$ fomeit fie außer 6ent medi3inif(^en ^ allgemein iDtnen|diaftIid|es obet äft^etif^es 
^ntetefle beanfpruc^en fdnnen, un& be^anöelt bit (Befunö^eitspftege (Qpgiene) öes Huges, 
befonöers Sc^&bigungeit, Ctfranfungen unb 9erle%ungeti bes Auges, Kursfic^ttgfeit ur6 e?* 
I)eoIi<!^e Augenfranfqetten, fooie bte tünftli^e Beleuqtung. 

Hutomobil. Das automobil. €ine finfül^rung in Bau unb Betrieb 
öes moöemen Krafttoagens. Don 3ng. Karl BIou. lltit 83 Rbb. (Itr.löö.) 

®{bt in gebrSngter DarfteOung nnb leicbtfagU^er 5omt einen anf^ouIiAen ÜberbCitf über 
bos (Befamtgebiet bes mobemen AutomobUismus, fo bog {iA audb btr nicqtteil^nüer mit ben 
(Brunbprin^mien xa\d( oettrout ma^en tonn, unb b^anbelt bos Bensinautomobil, bas 
(Elettromobtl unb bas Dampfautomobil na^ i^ren Kraftquellen unb fbnftigen tec^nif^en 
Cinrii^tungen, nie 3ünbung, Kühlung, Bremfen, Stunbung, Bereifung ufw. 

Boutunft. Deutf(i)eBau!unftimTlIitteIaIter. Donprof.Dr.a.Xnatt^aet. 
2. aufläge. lUit abbilbungen im (Ce^t unb auf 2 Doppeltafeln. (Hr. 8.) 

Der Derfaffer »iU mit bcr DarfteUung bcr (EnttoidEIung ber beutfdien Boufunft bts mittel» 
olters wgleiA über bos IDefen ber Baufunft als Xunft auf Haren, inbem er jeigt, loie fic^ im 
Derlauf ber vntoidlung bie RaumoorftcUung nSrt unb oertieft, »ie bas ted^nij^ Hdnnen 
»äc^ft unb bie praftifqen Aufgaben \Uk emeitem, oie bie comanif^e Kunft gef(^affcn unb 
3ur 6otit tpeiter entoi<teIt wtrb. 

f. a. $to6tebiI5er. 

Beet^09en f. Htuft!. 

Befnt^tttngmoydang. Der Befruc^tungsoorgang, fein tDefen unb 
feine Bebeutung. Don Dr. €rnft tCei^mann. DIU 7 abbilbungen im 
(Tert unb 4 Doppeltafeln. (Ilr. 70.) 

tPiÜ bie Crgebniffe ber mobernen 5orf(!^ung, bie fiA mit bem Befru^tungsproblem 
befalt, barfteHen. €i unb Samen, i^re (benefe, i^re Reifung unb i^re Bereinigung »erben 
be^anbelt unb im Cbromatin bie materielle <brunblage ber Pererbuna naAaemiefen, mfibrmb 
bie Bebeutung bes Befnui^tungsoorganges in einer mtf<^ung ber Oiualitat oon 3»ei jnbi» 
oibuen 3U fe^en ifL ^ 

f. a. Zibtn. 

Beleud^tungsorten. Die Beleu(i)tungsarten ber (Begentoart. Don 
Dr. phü. IDilbelm Brüf c^|. lUit 155 abbilbungen im tTejt. (Ilr. 108.) 

(bibt einen ubcrbiiil fiber ein aen)altiges Arbeitsfelb bctttf<l^ tCecbnit unb tDiffenj^aft, 
inbem bie te^nif^en unb oinenfqaftliiben Bebingungcn ffir bie Qerfteilung einer tDirtfdiaft- 
K<^en Cid^tqueUe unb bie metqobcn ffix bie Beurteilung ibrcs »irtti^en IDertes für ben 
Berbraut^er, bie einjelnen Beleut^tungsarten fooo^I ^Infi^ttt^ ibrer ptofitalifd|ctt unb 
d)cmifc^ctt CmnUagctt oXs aui^ i^rcr «e^nil unb QerfteOnng be^anoelt oerbcn. 

BeoSÜeviingsIe^re. Don Drofeffor Dr. ITt. Qaus^ofer. (ttr. 50.) 

TXHSL \n acbrftngtcr $cixm bos n)cfcntUqe ber BeobUerungsIe^re aeben fioer Crmittlung ber 
Ooltna^i, fiber ^lieberung unb Bemegung ber BeodUerung, Ber^ounis ber Beoblfcrung 3um 
ben>oqttteK Boben unb bie 3ielc ber BepöIferungspontS. 

Bilbel. Der (Eert bes tleuen (Ceftaments nad^ feiner gef(^ic^tli<^en (Ent* 
toidlung. Don DtB.-pfarrer a. po it. lUit 8 Qiafeln. (Hr. 134.) 

WiU in bie bas allgemeine jntcreffe an bcr tCesttritil b^nbenbe 5tage: «3ft ber urfprflng* 
li^e tet bes Heuen (Teftamentes fiberbaupt nod( bersufteUen?* bur<^ bie €rorterung bcr 
DerfAieoen^eiten bes Cut^ertectes (bes frflijeren, rcDtbicrten unb burd^gcfc^enen) unb (eines 
Berboltnines yam ^tiaen (beutfAen) •berichtigten* tUit, einffibren, ben »UtefteR Spuren 
bts iLt^tts" tto&ge!)cn, cmc vCinffifruna in bie Qanbf Ariften* »ie oie •(fitefien ubcr(ct{ungen* 
geben inb in «ttlieorie unb Praris' sctgcUf mk bcr Scft bcri^tigt mb fdonftruicrt oirb. 

f. a. 3efus; Religion. 

BU^undstoefem Das beutfc^e Btibungsmefen in feiner gef(jf[i<^tlic^en 
fottoidelung. Don Drofeffor Dr. Sriebri^ paulfen. (Hr. 1000 
Auf brf^rftnftcm Raum loft bcr Bcrfaffor bie f^^crigc Aufgabe, inbem et bos Bilbungs« 
»cfen ftcts im Kalmen bcr oUgcmcincn Xulturbewcgung bmrftcUt, fo boft bie gefamtc Xulturt» 



^ 



$tU9 ttatur ttn5 iSeiftestoelt. 

3e6es Bönö^en geheftet I 111!., gefdimacboll gebunöen 1 ITt!. 25 Pfg. 



eniiBi^ung unfcres Doltes in 6er Datftenung feines Bilöungsmefens nie in einem oerfleinerten 
SptMelbiI6 3ut (Erf Acinung lonnnt So n>ir6 aus 6em Büchlein nicl^t nur für öie Crfenntnis 
6er Dergangen|)eit, |on6em au^ für 6ic 5or6erun9en 6er 3utunft rci^e 5ru^t ermac^fen. 

Bil^ungsioefeit f. a. Qoc^fd^ulen; S(^uIiDefen. 

Biologie f. Hbrtamntttngsle^re; Hmeifen; Bef ru^tungsoorgang ; £ebett; 
nieeresforfc^ung; Pflan3en; pianfton; tEierleben. 

Bi9tnf Ott f. 3bfen. 

Botonil. Kolonialbotanti Don Prtoatöo3ent Dr. Srieöri^ tCoBUr. 
mit 21 flBMIbungen im Cejt. (Hr. 184.] 

S^iI6ert sunfi^ft 6ie allgemeinen oirtfdiaftli^en (Dntn6Ia8cn tropifi^er £an6tDirtfd}aft, i^re 
Cinri^tungen un6 Illet^oöen, um 6ann 6ie befannteften (Dbiefte oer Kolonialbotann, loie 
Kaffee, Kafao, (Eee, Sutferro^r, Reis, Kautf^uf, (Suttaperd^a, BanmooHe, wU nn6 Kotos* 
palmt einer ein9e^en6en Betrachtung 3» unterstehen. 

—— f. a. (Dbftbau; Pflansen; VOalb. 

Bnä^qtmttbe. Das BudjgetoerBe un6 öie Kultur. Sec^s Dortrfige ge» 
I^alten im Huftrage öes Deui^djen Bu^gemerbeoereins. (Hr. 182.) 
Jit^alt: Bui^geiDerbe unb tDifJenfc^aft: Prof. Dr. R. 5o(!e. — Bu^geiDerbe 
unb £iteratur: Prof. Dr. 6.IDttiotD$!i. — Bud)getDerbe nnb Kunft: Prof. 
Dr. H. Kau1^f(^. -— Bu(!^geQ>erbe unb Heligion: prioatbosent lic. Dr. 
ß. Qermelin!. — Bu^gemerbe unb Staat: Prof. Dr. R. IDuttie. — 
Bu<!^geiDerbe unb DoKsvoirtfc^aft: Prof. Dr. {}. IDaentig. 

Die Bortrflge foHen aetgen, oie 6as Bud^geverbe nac^ allen Seiten mit famtli^en (bebieten 
6cut{4er Kultur 6urq taufen6 5S6en oerfiwpft ift, oie in ibm fi<ii befonbers eng 6ie i6eenen 
un6 moterieUen Beftrebungen unb (Brunblagen unferes nationalen Cebens miteinanber oer* 
binben. Sie loollen ni^t nur bei 6en Angehörigen 6iefes feit alters ber beooraugten unb 
geiffig l)o^fte^en6en ^emerbes neue 5reu6e am Beruf enoedten un6 erqatten, fonbem oor 
oUem audi unter 6en mit i^m in Berührung fommenben Bertretern gelehrter unb anberer 
Berufe oentfinbnisooUe 5reun6e für feine Eigenart enoerben Reifen. 3n biefem Sinne werben 
bie n)i<^tig|ften großen Kulturgebicte be^anbelt Der erfte*Dortrag, über oas Bu(^gen>erbe 
unb bie tbiffenfAaft oon Orof. Dr. R. 5o<e bient 3ugleid^ als (Einleitung in (beift unb Hb- 
fid^t ber gaiQen Rei^e^ uno 6aran fd^liegen f id^ 6ann in naturgemfiger 5olge 6ie Besic^unoen 
5ur Literatur oon Drof. Dr. <B. tPittoiosfi, 3ur Kunft oon prof. Dr. R. Kau^fd^, 3ur Religion 
oon prtoat6o3ent Dr. f). {|ermelinf, 3um Staat oon Prof. Dr. R. tDuttte un6 3ur DoRs« 
S)irtfd)aft oon prof. Dr. t). IPaentig. 

tDie ein 'Budi entftcl^t. Don Prof. H. TD. Unger. Rlit 7 tCafeln 

unb 26 abbilbunaen im tCe|rt. (ttr. 175.) 

€ine jufammen^angenoe für meitere Kreife bereAnete Darftellung über (befc^id^tc, QerfteUung 
unb Dertrieb bes Buc^ mit eingeben6er Bebonolung fftmtlid^er buAgemerblid}er tCeqnilen. 
Damit s)in 6as Bud^ namentlid) auq 6enen, oie als »Autoren" ober m irgen6 einer an6eren 
näheren Beßie^ung 3ur I}er|tellung 6es BuAes fielen, Anleitung unb Belehrung über bos 
umTatfenbe fo außerorbentliq intereffante (Beoict 6er grap^ijd^en Künfte, über Ausftattung, 
Papier, Sai^, Tlluftration, Dnuf unb (Einbanb bes Bud^es geben. Der prafti[<^e tDert biefes 
Ban6({)ens »ir6 tx^St^t 6urd^ 3al)lreid)e Beigaben oon Papier«, Sd^rlft* unb JHuftrationsproben. 



f. a. 3nuftrationsIunft; Sc^riftmefen. 



Bu66^a« £ebenunb£e^rebe$Bubb^a. DonProfefforDr.Ric^arbpifd 
mit 1 (Cafcl. (Rr. 109.) 

(bibt eine oiffenf^aftli^ begifinbete bur^aus obfeltioe Darftellung bes Bubb^ismus, b 
fo oft mit bem Ci^riftentum oergli^enen Cebre, bie oon 6cn einen auf Koften ^ Cf^riftent 
oerfierrlid^t wixb, mfibrenb 6te anberen oie Cebre Bubbbas meit tiefer als biefes fte: 
(Einer Überfid)t über bie 3uftän6e Jnbieits 3ur seit 6es Bubb^a folgt eine Darftellung 
Cebens bes Bubbba, »obei bejonbers bie Hlinlidbfeiten mit btn (Eoangelien unb bie 5ragc 
mbgß^leit ber Üoertragung bubb^iftifAer Cr^aljlungen auf Jefns erörtert merben, fe 
Steuung 3tt Staat unb Kirqe, feiner Ce^rmetfe, fomie feiner Cebre, loobei bie „oier ev. 
IDaf^rf^eiten", bie »5ormel oom Kaufolnerus* unb ber popuiarfte Begriff bes »tliroa 
erörtert »erben, feiner (Etl)ir unb ber toeiteren (Entmitffung bts Bubbl)i$mu5. 



^us tlotttt unh (BeifiestDett. 

3e&es Bfinödien geheftet 1 ITl!., gef^madooll gebunben 1 HI!. 25 Pfg. 

(Tlftemle« £uft, TXktffer, £i(^t un5 tO&rme. ITeun Dorttöge aus 6em 
Gebiete bei (Eroerimental* Cremte. Don profeffor Dr. H. Bio ermann. 
3. Huflage. lUit aa^Ireic^en abbilöungen. (Hr. 5.) 

5fi^rt unter bejonöerct BerfidFfi^tioung 6ct aOtögtid^en €r(^e<nungen 6es praltifc^en CeBens 
in oos Ocrft&nonfs bcr c^cm{f<!^en crfdteümngen ein un5 sctgt 5ie augecor^entli^e Bedeutung 
öesfelben ffir unfer U^o^UTge^en. 

Bilber aus ber (^cmifc^en ICei^nt!. Don Dr. Hrtur IHüIIer. Blit 

24 abbilbungen im (Cejt (itr. 191.) 

$ud)i unter Benutzung te^rreiAer AUOÖungen öie 3icte vmb QÜf smittel 5er ^emif Aen ttc^nil 
öarsulegen, 3U jeigen, moM oiefcs Arbeitsgebiet 3U leiftcn vermag unb ia ociqer U>eife 
diemif^e Pro^effe te&nifd^ 5urd»gefu^ loeroen, loobei junfic^tt bie allgemein oenoenbeten 
Hpparate uno Borgange ber ^emifdien TEeAnS bef ^rieben, oamt proitifdM Beifpiele ffir 
beren Oenoenbung bargcftellt unb ousgeipa^lte Sonbersiveige bes geoaltigen oebietes gefd)ilbert 
merken. 3nsbe{onbere »erben \o bie anorgonif^t^emifdie (Bro^bujtrie (Si^nefelfaurc, Soba, 
Cblor» SoIpetertSurc uJiD.)f femer bie Jnbuftrien, bie mit ber BeftUIation organif^er Stoffe 
3ufammen^ftngeR (Ceuqtgaserjengung, tCeerbeftiOation, ffinftli(^ 5atbftoffc nfio.) be^anbdt. 



Itatürlicbe unb ülnftlidje Pflanjcn« unb ^ierftoffe. (Ein Überblicf 

über bie $ortfd)rttte ber neueren organifi^en Chemie. Don Dr. B. Baoind. 
mit 7 Siguren im (Ce|t. (Hr. 187.) 

<bibt, ausgebenb von einer turnen (Knffi^rung in bie <brunblagen ber (Cbemie, einen (Einbli(f in bte 
i»id(tigftcR 4eoretit^en Xenntniffe ber organifAen (Cbemie, auf beren teiftungen nS^ft ber (Ein* 
ffibrung 9on Dampf unb Cleftri^itSt bie gro|e BerSnberung unferer gonsen Cebens^oltung be« 
ru^t unb fuc^t bos Berftfinbnis tbrer barauf ocgrfinbeten praüif^en (Erfolge w oermittcln, mo* 
bei befonbcres (Btmidti auf bie fiir bie 3nbnftrie, ^eiOnnbe unb bas tfiglidqe ttbtn toertoollften 
(Entbecfungen unb Srflnbungen gelegt mirb, anbererf eits auf bie Sorfc^ungsergebniffe, mel^e eine 
fünftige tofung bes $toffn)e<!^fe(probIem$ oorausfe^en Ionen, mobei 3ug!eid| eine iinti^t in bie 
ange^enbe XompUjiertlieit ber dicmifc^n Borj&ge im lebenben (Organismus eröffnet »irb. 



f. a. Qaus^alt; Utetalle; Pflanaen; tEe^nü. 



(C^rlftentum. Hus ber IDerbesett 5 es (T^riftentums. Stutien unb 
C^ara!terifti!en. Don Profeffor Dr. 3. (beffifen. (Hr. 54.) 

(5ibt burii^ eine Keilte oon Bilbem eine BorfteHung von ber Stimmung im alten Ci^riften* 
tum unb ooK feiner inneren Kraft unb oerf^fft fo ein Berftänbnis ffir bie ungeheure unb 
Dielfeitigc ioeIt^iftorif<^e hiltur« unb reIigionsgefd|{(!^tU^ Belegung. 

f. a. Bibel; Jefus; Religion. 

Dampf unM>ampfmaf dritte. DonProf.H.Dater. 1Hit44abb. (Ilr.65.) 

S^ilbert bie inneren Borg&ngc im Bampfteffel unb namentli^ im 3i)lin^r ber Bamp^ 
mafd)inef um fo ein ri^tiges BcrftSnbnis bt* IDefcns ber Bampfmafd)inc unb ber in ocr 
Bampfmafd^ine fi^ abfpielenbcn Borg&nge ju ermSgU^en. 

DattDinismus f. Hbftammungsle^re. 

Deutf^Ianb f. a. Dorf; S^rft^^tum; (Befc^ic^te; Kolonien; Dolfsftdmme; 
IDelttBirtf(f|aft; IDirtf^aftsgef(!|i(i|te. 

Dorf » 605 6eutfc^e. DonKobertITIielfe. mit 51 abb. im ^e^t. (tlr.192.) 

Ibcrt, oon ben AnfSngen ber Siebelungen In Beutf^Ianb ausgel}enb, nie ficb mit bem 
i)fel ber tBo^fi^e bie (Seftaltung bes Borfes änberte, mie mit neuen nirtfqaftlic^en, 
tifc^en unb tuItureHen Ber|)Srtniffen bas Bilb immer reid^er ourbc« bis fie im Hnfonge 
19. 3a^r^unberts ein f aft ounberbares tHofail l&nbli^er SiebeXungstijpen öarftellte, unb 
ngt fo, oon ber geogrop^if^ 6runblage als »iditigem 5aItor in ber €ntiDidIung bts 
fes, feiner QSufer, (Bfirten unb Straften ausg^enb, poHtiJdie, »irtfdjaftli^e unb urtft* 
\6\t <befid)tsipuntte gleiAmfiftig 3ur (oeltung, bur^ ein Kapitel fiber bte Kultur bts 
«es bie bur^ jal^lreic^e Abbilbungen belebte S^itberung ergan^enb. 

oma. Das beutfc^e Drama bes neunseljnten 3a^r^unbert$. 3n feiner 
tiDicflung bargefteüt oon profeffor Dr. (5. XDit!on)sfi. 2. Huflage, 
einem Bilbnis Qebbelt. (Hr. 51.) 



aus ttatur nnh iSelfiestoeli. 

3e5es B&n6(i|en gel^eftet 1 IIX!., gefij^mactoon gebunben 1 lU!. 25 Pfg. 

Su^t in erfter Ciitle auf i)iftortf<{iem IDege 6a$ Derftäubnis 6es Dramas ber eegcnisari 
ansiO^üt^nen un5 btrüctfi^tigt öie 6re{ Saltoren« 6ercn itmtü\qt Bef<^affcn^ctt Mc (Nftaltung 
Ocs Dramas bedingt: Xunftanfd^auung, $<^aufpieUunft unö publifum. 

Drama (. a. 2h\tn; S^itler; SI)a!efpeare. 

IMiver. aibrec^t Dürer. Don Dr. Hitöolf IDuftmann. Ilttt 33 ab* 
bilbungctt im lEeji (Hr. 97.) 

(Eine ftl^lidite unö fnoppe Crjä^Iuiig 6e$ getsoltiaen mcnfd^li<^en un6 liInftlerifiKten <Cnt« 
loidlungsganges Albre&i Dfirers unb eine Darftelutng fetner Xunft, in 6er nac^einanöer 
feine Selbft' unö Ange^Srigenbilöniffe, Me 3e{d|nungen mt flpofalopfe, öie Darfteüungen 
Don mann unö tPeib, bas IlTarienlebenf Me Stiftungsgemfiföc, öie Raötcrungen oon Hittertum, 
Srauer unb f^eiligleit fotsie öie oi^tigften tPertc aus 6er ^tit 6er Reife be^anöelt »erben. 

(E^e ttn6 C^ered^t. DonprofefforDr.CuötDtgXDa^rmttnb. (Itr-lIS.) 

$6U6ert in geörfingter 5af{ung öie 6iftorif(!^e CntmicHung öes C^ebegriffes oon öen 
onentalif^en vmb flaß]^tn Doltern an na^ feiner natilrlioen« fittli^en unö re<^tlici)en 
Seite unö unterfuci^t oas Der^filtnis oon Staat unö Kir(i^e auf öem Gebiete öes C^ered)tcs, 
bebanöelt öarfiber binaus aber ouc^ alle fene fragen iiber öie re^tli^e Stellung öer $xavi 
uno befonöers öer mutter, öie immer (ebl^after öie dffentli<l^e IHeinung befc^&ftigen. 

<Eifenbal^nen« Die €ifenba^nen, i^re €nifte^ung unö gegento&rtige 
Derbreitung. Don profeffor Dr. 5. Qa^n. Dtit ^a^Ireic^en Rbbilbungen 
im (Ee^ unö einer DoppdtafeL (tlr. 71.) 

Haan einem Rüdblicl auf öie frfi^fttn Seiten öes Cifenbal^nbaues ffi^rt öer Dcrfaffer öie= 
moöerne Cifenba^n im allgemeinen na^ i^ren Qauptmcrfmalen oor. Der Bau öes Ba^n« 
ISrpers, öer Qlunnel« öie großen Brfltfenbauten, fomie öer Betrieb felbft »eröeii befpro^, 
f^liegtt^ ein ttberbütf fiber öie geogrop^ifd^ Derbreitung öer Cifenba^neu gegeben. 

— — Die te^nifc^e ^ntmidlung ber €ifenba^nen ber ^egenxoart. Don 
(Eiftnba^nbau« unb Betriebsinfpeftor €. Biebermann. älit ja^Irei^en 
Hbbilbungen im t£e|t. (Hr. 144.) 

Tladi einem gef^i^tliAen Überblid fiber öie (EnhoicÜung öer €ifenba^nen toeröen öie iDi<l^* 
tigften <bebiete öer mooernen (Eifenbo^nte^nil be^anöelt, überbau, Cntmicftung unö Umfang 
öer Spnrba^nne^e in öen oerfd^ieöenen tänöem, öie ibef^ic^te öes Cotomotwentoefens bis 
3ur ausbttöung öer fieigöampftofomotioen einerfeits unö öes eleltrifd^ Betriebes anöererfefts, 
foiDie öer Si^erung öes Betriebes öurd) SteOoerfs« unö Blodanlagen. 



f. 0. tEec^nii; Derfe^rsentmidlung. 



(Eifen^llttentoefen. Das <Eifen||üitenxDefen. (Erlditteri in ac^i Dor* 
tr&gen oon <be^. Bergrat Profeffor Dr. Q. XD ebb ing. 2. Huf läge. Hlit 
12 Siguren im (Eert. (Ur. 20.) 

Sdiilöert in gemeinfagu^er iDeife, tote Cifen, öas unentbe^rliAfte ntetall, er3eugt unö in 
feine <bebrau(^sformcn gebraut toirö. Befonöers loirö öer Qo^fenprojel na6 feinen 
d)emif^en, pbqfiialif^en unö gcologif^en Qrunölagen gef^ilöert unÖ öie €r3eugung oet oer« 
fd)ie6enett «ifenarten unö öie oabei in Betraft Sommenöen Projeffe erörtert 

<£(e(ttote^nif. (brunblagen ber €Ieftrote(^ni!. Don Dr. Hub. Bio c^* 
mann. lYtit 128 hbbilbungen im (Ce^. (Hr. 168.) 

(Eine öur^ le^rreiAe abbttöungen unterftfitjte DarfteHung öer deorif Aen Crf^inungcn, ^rer 
(Brunögefe^e unö iijrer Bejic^ungen ^um Stognetismus, fomie eine cinffi^nuig in tos Der* 
ftönönis öer sa^Irei^en praltifAen amocitöungen öer €(eItri3ttSt in öen vtaf^inen 3ur 
Krafterjeugung, nie in öer elcftnf^en Belcu^tung unö in öer (T^emie. 



■ f. a. Beleu^tungsarten; Sunfentelegrop^ie; lEelegrap^ie. 

CEndlanö. (Englanbs D^eltmad^t in i^rer (Enhoidlung com 17. 3abri^unbei 
bis auf unfere (Cage. Don tD. Cangenbed. DIU 19 Bilbniffen. (nr.l74. 

SdiUöert na^ einem Uberblitf fiber bas piittelalterlid^e (Englanö öie Anfinge öer englif^e 
Kolonialpolitif im Zeitalter öer Königin Cllfabet^, öie innere politif<!^e Cntmidlung im 17. um 
18. 3af}rQunöert, öos allmSblidie Auffteigen jur IDeltmad)t, öen gemaltigen oirtf^attlt^i 
unö maritimen flufiAmung, fomie öen Ausbau öes Kblonialrei^es im 18. Jabrbunöert uni 
f(i)liegt mit einer Bcleuditung fiber öen gegennfirtigen Stanö unö öie mutmaluc^e SutuKf 
öä britlf^cn tDeUrci^es. 



Uns Itithtt unb fB^it^mtlU 

3eöes BSnb^ett $t^eftet 1 ITl!., g«f^ma<!ooa ^thvinbtn t tlH . 25 pfa. 

Cttt^Aittgett. Das Zeitalter ktx f^nibtänn^tn. Don Ptofeffox Dr. 
S. ^ftni^er. 2, aHfla^e. mit einer tDelüorte. (Itt. 26.) 

mit bteNÖlgtr 1>«r^dliiita$»etfe Hnö %icr Mt grafeen ii>elt»eiicftn5ctt Cttisufflc 5er 
aeogropbif^ Reiiaiffanc<5eit onfpred^cnft gefd^flbert, oon 6er Begrfin^unii 6er portngt^ifd^tt 
Xolonia^errf Aoft un6 6ea 5Q^rten 6c$ Columbus an bis 3U 6em Qeroortreioi öer f ranaiRfAeo, 
brttifdien unb l^oIUhiMfdKn Seefahrer. 



f. a. polorfotfc^ttitg. 



<Evbe. Bus 6er Dorseit ber Ctöe. Dörtttt^e über angemetne Geologie. 
D^n Profeffor Dr. 5r. 5t e<^. mit 49 abbilbnnseii im ^ unh auf 
5 Doi^peltafelm (Hr. 61.) 

(Erörtert Mc intereffanteften unb inraTtifdj »{AtidHcn Probleme ber <ScoIo$fe: bte ICaiigreit 
6cr OitBane, bo$ Klima ber Por^eit, •ebirgsbilbund, Koranenriffc, Valbilbunfl unb Crofion, 
IDilbbMie unb tDilbba^oerbauung. 

f. a. menf^ wab €r6e; tDirtfti^aftsgefc^i^te. 

<Etfin6undsi»efeti f. (beioerbe. 

iEmS^tiittd. Ctnft^ntng nnb Dolfsna^ntitgsmitteL Se^s DorttSge 
»Ott »eil. profeffor Dr. 3o^annes Sren^el. mit 6 Rbbitbtingeti im 
tCe^t unb 2 tLofeln. (llr. 19.) 

(bibt einen fiberbm fiber bie gefamtc Cmai^rungslebrc Dur^ Crdrtcnnd ber jmniblegenbcii 
Begriffe »erben bie Subereitung ber Ha^rnng unb ber OerbaumigsimfKtrat b^pro<$ni unb enMi^ 
bie Qerftdbmg ber einjelnen Ha^rungsmittel, insbefonbere ou^ ber Konferoen be^nbelt. 

f. a. Hlto^oltsmus; Qaus^att; Kaffee; SSugling. 

(Evslel^d« mobente CrBie^ung in Qatts unb S^ule. DortrSge in ber 
ßumboIbt*£l!abemie ju Berlin. Don 3- ^etos. (tlr. 159.) 

Betra4i^iet bie Craie^ung als Sa^ nUtut eines eih3elnen Berufes, fonbem ber gefomien 
graeniDdrtigen Generation, jei^net [Aarf bie SAattenfeiten ber mobemen Crsie^ung unb 
sekt mittel wA IDege fär eine aweitige Durqbringung bis Crsie^ungsproblems. 2n 
oiefem Sinne »erben bie »idttigften Cr^i^imgsfragett bei^anbelt: Die 5amUte unb i^re 
pfibogogifd^en mSnod, ber Cebensmoiraen bes mobemen Kinbes, Bureaulraiie unb Sd^ema- 
tismus, pertdnlidtfei^abagogif, Znoii unb 3u^^ittel, bie relioiSfe ^rage, gcmeinfame 
(Erjie^ung ber (Bef<2)le4ter, bie Armen am Reifte, (Erjie^ttng ber reiferen Jugenb uf». 



f. a. Jugenbfürforge; Knoben^anbarbeit; päbagogil; Si^uItDefen. 

<E90lution!stmss f. Cebensonfi^auungen. 

$atben f. £i<^t. 

$Yatt(te!^ f. llopoleon. 

Svouenarbeit. Die Stauenarbeti, ein Problem bes Kapitalismus. Don 
Privatb03ent Dr. Hobert tOilbranbt. Otr. 106.) 

ias tC^ema »irb als eine ber bremtenbften 5ragen bebanbelt, bie uns burdi ben XopitoltS' 
mus aufgegeben »orben [inb, unb be^anbelt oon bem üerbaltnts oon Beruf unb mutterf^aft aus, 
als bem jentralen Oroblem ber aamtn 5rage, bie Urfa<^en ber niebrigen Bt^alahmg ber 
»eiblid^en Arbeit, oie baraus entfteqenben Sä^mierigfetten in ber Konrurret» ber Srauen 
mit ben HUinnem, ttn (Begenfa^ oon flrbeiierinnenfd|u^ unb Befreiung ber oeiblidien arbeit. 

SvauenbetDegititd« Die mobeme S^auenbetoegung. (Ein gefc^idjt' 
lieber Überblid. Don Dr. Käthe S^irmad|er. (ftr. 67.) 

6ibt einen Überblitf fiber bie f^aupttatfaqen ber mobernen 5rauenbe»eaung in ollen £änbem 
unb fAilbert eingebenb bie Beftrebungen ber mobemen 5rau auf btm (»ebiet ber Bilbung, ber 
Arbett, ber Sittfic^feit, ber So3ioIogie unb poUtif. 

^Youenfvanf^eiten. (befunb^eitsle^re für Stauen. 3n,acf)t Dorträgen. 
Von priDatbosent Dr. R. Stirer, mit 13 flbbilbungen im Ce|t. (Hr. 171.) 

eine <befunb^it$Ie|(Te ffir Srouen, bie über bie Hntage bes »eiblic^en Organismus unb feine 

ßflege untermtet, 3eigt, »ie bide bereits im Kinbesalter beginnen mug, xod^e Bedeutung 
e aUgemeine forperli^e unb geifttoe Qi^giene insbefonbere in ber Seit ber <£mu)td(elung I)at, 
um fi(f| barni eingebenb mit btm Beruf ber ^rou als (battin unb mutter ^u bef^^a$ig<n. 



£tU9 ttaint unb iSeifteftoelt. 

3e&es Bänöd^en 9e!)eftet 1 IR!., gefc^madooll gthunbtn 1 11t!. 25 Pfg. 

$rauenUben« DeutfiS^es Stauenleben im tOanftel öer 3aBr^unberte. 
Von Ditehor Dr. (Bb. 0tto. mit 25 Hbbtlöungen. (Hr. 45.) 

(&i6t ein BiI6 5c$ öcutf^en 5tauenlebens oon 6er Ur3cft bis vtm Beginn 5es 19. 3a^r* 
l)imberts, oon Denfen un6 Süblen, Stellung un6 CDirtfamleit 6er ocutf^en 5rau, toie fie fi^ 
im tPan6eI 6er 3Q^rIjun6erte oarftellen. 

$rie6en$bci])e9un0. Die moöerne 5r. DonflIfreötj.Srieb. (Itr.lST.) 

^nüDidelt bas tDefen un6 6{c Siele 6er 5tie6ens6etDegung, gibt 6onn eine Darfteüung 6er 
Sd]ie6sgeri<^tsbar!cit in i^rer Cntmicflung -un6 ibrem gegennartigen Umfang mit befonoerer 
BerüdfiAtigung 6er bo^en Be6eutung 6er f}aager jr{e6en$tonfere{t3, bef^&ftigt fi^ hierauf mit 
6em AbrCiftungsprobiem un6 gibt yam Sd}lu| einen eingebenden Uoerblitf über oie <bef(^i(bte 
Der 5rie6en$beaegungen un6 eine qronologif^e Darftellung 6er filr fie be6eutfamen (Ereigninc. 

' f. a. Red^t. 

$r{e6rt(i^ $r5beL Sein £ebenun5 fein IDirfen. DonHöeleD.portugall. 
mit 5 (Cafein. (ttr. 82.) 

£ef)rt 6le grun6Iegen6en (be6an!en 6er BTetbobe 5t5bels lennen un6 gibt einen Überblid 
feiner tDi(i)ttgften Schriften mit Betonung aller lener Xemausforfl^e, bie treuen un6 oft ratlofen 
inüttem als n)egn>ei|er in Ausilbung i^res ^e^rften un6 ^eiligften Berufes 6ienen tonnen. 

Sunfentelegropl^le. Die Sunfentelegrap^ie. Don (DbefPoftpraftifant 

ß. (C^urn. mit 53 SHuftrationen, (Hr. 167.) 

Xiad^ einer Öberfidbt fibcr 6ic elettrift^en Xknrgfinac bei 6er 5unlentelegrap^e un6 einer 
eingel^enoen Darftellung 6«$ Sqftems Selefun!en oeroen 6ie für 6ie oerf<&ie6enen £lnoeii6ungs* 
gebiete erforberli^en einaelnen Uonftruttionstijpen oorgcfü^rt, (Sqiffsftationen, £an6« 
ftationen, tntlitarftationen ttn6 fold^e für 6en (Eifenba^noienft), mobei naA 6em neueften 
Stan6 Don tDiffenfo^aft un6 He^ntt in iungfter Seit ausge^^rte Hnlagen befqrieben oeroen. 
Dana^ mirb 6er <EtnfIu6 6er 5un(entdegrap^ie auf IDirtfdiaftsoerfe^r un6 6as n)irt> 
fdjaftsleben (hn ßanbels« un6 Krieqsfeeoerfe^r, filr 6en ßeeres6tenft, für 6en tDetter6{enft 
uftD.) fonie im Anf^Iu| 6aran 6le Regelung 6er 5un!entelegrap^ie im 6eutf(!^en un6 
internationalen üerte^r erörtert 

$ii¥fov0ett>efen f. 3ugenbfaTfor9e. 

$llrftentum* Deutfdjes Sfirftentum un6 6eutf(!^es Derfaffungstsefen. 
Don Profeffor Dr. €. Qubrici^. (Hr. 80.) 

Der Derfoffer seigt in groften Umriffen 6en XDeg, auf bem beutf^es 5ürftentum unb bcutfdic 
DoIIsfrei^eit 3U 6em in 6er (Begenoart gelten6en mec^felfeitigen Husgleid^ gelangt fin6, unter 



befonbercr BerücTfid^tigung 6er preuftif^en DerfaffunasDer^altniffe, toobei naA fflnerer Be 
Ieud)tung 6er alteren Derfafjungs^uftänbe 6er Dertatfer oie Begrün6ung 6es fürftliqen ab 
mus uno 6emgeqenüber 6as ^noaqenr 5ortf Arciten un6 Siegen 6es mo6ernen Konftitutionalis 



mus e{ngeben6 bis 3ur (Entfte^ung 6er preugifqen Derfaffung un6 jur Begrün6ttng 6es 6eutft^en 
Reiches f^u6ert 

— • f. a. (befc^td^te; Derfaffung. 

iEasmäfd^inett f. D)&rme!raftmafd^inen. 

®etf testronf^eften. Don Anftaltsoberarst Dr. (b e r g 3Ib e r g. (tlr. 1 5! .) 

Erörtert 6a$ tPefen 6er (Sciftesfranibeiten un6 ■ an einge^en6 3ur Darfteilung gelangen6en 
Beiipielen 6ie miAtigften formen geiftiaer €rfranfung, um fo i^re Kenntnis ju for6em, 
6ie ri(i^t{ge Beurteilung 6er 3ei<!^en geiftiaer €rtranfung un6 6amit eine rc^j^tjcttige ntx» 
ft&n6nisoolle Be^anMung 6erfelben 3u ermöglichen. 

(Seifteslelien f. menf^. 

(Beodva|>]^ie f. Dorf; (Entöedungen; 3apan; Kolonien; menf^; Paläftin 
Polarforf^ung; Stöbte; Doüsftdntme; n)irtfd)aftsleben. 

(Seologle f. (Erbe. 

<Sennanen« (Bermantfc^e Kultur in öer Urzeit. Don Prof. Dr. (b. Stein 
Raufen, mit 17 Hbbilbungen. (Hr. 75.) 

nas Bfl^letn beru1}t auf cingetienber Quellenforf^ung unb gibt in feffeinber Darftellu' 
eiken Überblld Über germanif^^es Zthtn von 6er Urseit bis jur Berührung 6cr <bermar 
mu ber römifd^n Kiutur. 

B 



Htts Xtattit un5 ^eiftestoelt. 

3c6cs Bfin5(^en geheftet 1 Ht!., gefc^matfDoU gcbunöcn 1 DIf. 25 Pfg. 

iSevmanen. (Bertnanifc^e 11ti)t^oIogte. DonDr.3uI.9.negeIe!n. (Hr. 95.) 

Der Oerfaffer gibt ein BH6 germanifc^en (Blaubenslebens, inöem er ö{e Äußerungen religiöfen 
Cebens nantcntli^ aud) int Kultus un6 in ben OJebrAudien bts Aberglaubens auffud^t, fi^ 
überall beftrebt, oas jugrunbe liegenbe pfqc^ologifd^e ntotlo $u entbeden, bie pertoirrenbc 
5iUIe ini)t4ifc^er tlatfac^cn utib etoselner Ilamen ober bemgegcnfiber surücftreten Ifiß^. 

(Bef^i^ie. Politifc^e Qauptftrdmungen in (Europa im 19. 3a^r^un6eri. 
Don profeffor Dr. K. (E^. d. QcigeL (Hr. 129.) 

Bietet ^Int tnappe DarfteUung ber »i^tigften poIitif<^en (Ereigniffe oom Husbru^e ber fran* 
35{if(&en Keoolution bis. jiuni Ausgang oes 19. 3a4r^unberts, momit eine Sd)ilberttng ber 

Soliti|(^en 3Utn f}anb in fymb ge^t unb loobei überall Urfad^e unb tDirfung, b. I). ber innere 
ufantmenlKing ber e{n3elnen Dorgfinge, bargelegt, au^ Sinnesart unb tCaten toenigftens ber 
eitifluBreid^ften perfdniidtteiten geiofirbigt toerben. 

Don tttt^er su BismatcE. 12 (E^araftcrbilber ans 5euif(^er (5e* 



fc^i^te. Don Profeffor Dr. (DttofartDeber. 2 Banöii^en. (tlr. 123. 124.) 

ein tnoppcs unb bo^ einbrudsootles Bilb ber . nationalen unb tulturellen €ntioi(fcIung ber 
Iteuseitr oas aus bttt vier 3a^r^unberten ic brei perfdnli(!^!eiten herausgreift, bie beftimntenb 
eingegriffen baben in. bcn IDerbegang beutf^er 6ef^i^te. Der große Reformator, Regenten 
gro|er unb fleiner Staaten, (Benerale, Di|)lomaten fornnten 3U tPort Ivas Rtartin futber 
einft geträumt: ein nationales betttj^es Kaiferrei^, unter Bismarct ftel)t es begrünbet oa. 

1848. Sec^s DortrSgeoon Profeffor Dr. (Dttofartöeber. (Ilr.53.) 

Bringt auf (Brunb be« flbcrreidben Rtaterials in tnapper 5orm eine Darftellung ber ioid)ttgen 
Creigniffe bts 3a^tes 1848, bieier nal^e^u Über gan) (Europa verbreiteten großen Bewegung 
in i^rer bis 3ur Aegcnioart reid^bcn IPirtung. 



— — Keftauration unö KeDoIution. Sfijjen 3ur €nttDidIungsgcfd|i(^te 
5er beutfc^en (Einheit. Don Profeffor Dr. Hi(i{ar5 S^roenter. (Hr. 37.) 

—— Die Heaftion un6 bie neue Ära. Süsjen 5ur (Entmidelungsgefd^ic^te 
ber (5egenmari Don Profeffor Dr. Ht(^arb S^u>emer. (Hr. 101.) 

• Dom Bunb jum Rei^. Itcue S^i^m 3ur (EntiDideIungsgef(^i(^te ber 
beutf^en (Einheit. Don profeffor Dr. Ric^arb Sc^toemer. (Hr. 102.) 

Die 3 Bfinb(^en geben «ufommen eine in fluffaffung unb Darstellung burc^aus eigenartige 
(befdli^te bts beutfd^en Dolfes im 19. 3a^r^uitbert »Reftauration unb Reoolution" be^anbelt 
bat £eben unb Streben bes beutf^en Dolles in ber erften Qalfte bts 19. 3a^r^unberts, oon 
bem erften Hufleu^ten bes ®ebanlens bts nationalen Staates bis 3U bcm tragif d^en 5eQli<!^lagen 
aller Hoffnungen in ber mitte bes 3a474unberts. »Die Reaftion unb bie neue Hra", beginnenb 
mit ber Seit ber Ermattung nac^ bem großen Auffdiraung oon 1848, ftellt in btn Ütittelpunft 
bts prinsen oon Preußen unb (Dtto oon Bismarits S<!^affen. »Dom Bunb 3um Reic^* aeigt uns 
Bismant mit fixerer Qanb bie (Brunblage bes Reiches oorbereitenb unb baim immer ent« 
fdlicbener allem (Bef^e^enen bas (Beprfige feines 6eiftes oerlei^enb. 

f. a. Hmerifa; Bilbungstoefen; Deutfc^Ianb; Dorf; (Englanb; (Ent« 



be(!ungen;$rauenIeben;5ürftentum;(bermanen;3Qp<tR;3^fuiten;3ngenieur< 
te^nii; Kalenber; KriegsiDefen; Kultur; Kunft; £iteraturgef(^ic^te; £ut^er; 
irtünae; RTufü; Hapoteott ; paläftina ; pijilofop^ie; Pompeji ; Rom; S^utoefen ; 
Stdbtetoefen; Derfaffung; Dolfsftamme; XDeltl^anbel; rDirif(i|aftsgef(!^i(J^te. 

|un^]^eitsle|)re. Ac^i Dortr&ge aus ber (Sefunbbeitsle^re. Don 
>f eff or BT.fj.Bu^ntT. 2. Auflage, beforgt von Prof eff or Dr. RI. (5 r u b e r. 
i ja^Irei^en Rbbilbuugcn im €ejt. (Hr. 1.) 

Xarer unb überaus feffelnber DarfteUung unterrichtet ber Derfaffer über bie fiußercn £eben$> 
ngungen bts menfqen, über bas Derl^oltnis oon Cuft, £icEit unb tOfirme 3um menft^liiben 
per, über Kleibung unb ZDo^nung, Bobenoer^öltniffe vmb IPafferoerforgung, bie KranfiKiien 
ugcnben pttjc um bie Jnfeftionstranl^ten, tur3 über »iqtige 5ragen ber Qqgicnc. 

— — f. a. Alfo^olismus; Auge; (Ernö^rung; 5tauen!ran!^etten; Ceiftes« 
unf^eiten; (bpmnafti!; Cjaus^aÜ; QeiltDiffenfc^aft; Kran!enpflege; Rlenfd); 
-roenfijftem; Säugling; S^ul^ijgiene; Stimme; tEuberfuIofe. 



Ans Ilaluv nnb Ceiftestoelt« 

3e6e$ Bfinö^en geheftet 1 Ilti, gefi^madfooa gebunöen I tttf. 25 Pfg. 

IBetDetl&e. Der gemerbli^e Hed^tsf^u^ in Deutfd)lan6. t)on patent« 

anioalt B. tEoI!$6orf. (ttr. 138.) 

Ita^ einem an9em«inen ÜtberBUtf über (Entstellung mb (Eittioidlund bts setoerbU^en ReAts* 
f({)U^e$ MKÖ einer Beftimmung öer Begriffe Patent un6 (Erfin6ung olrö ^unäc^ft öos 6eutfd)e 
Patentrecht bef}an6elt, iMbet öer ®egenjtan6 bes patente«, ber patentberec^ate, bas Der» 
fahren in Patentfaii^en, bie Hechte unb pflid^ bes patentin^bers, b«s Crldf^en bes 
patentre^tes unb bie Perle^ung unb Hnmalung bts PatentJAu^es erörtert »erben. Sobann 
mirb bas Ütufter« ünb tOarenjefcEienre^t bargefteOt unb babet befonbers Hrt unb (begenftanb 
ber ntttfter, i^re Hadibttbung, (Eintragung, Squ^auer unb Cöfc^ung fiargelegt. (Ein weiterer 
abfdinitt befaßt fid| mit bm internationalen üertröaen unb bem au5ftenungsf^u|. Zum 
S^luffe 9irb noit bit StcUung ber patentann>&Ite befpro^en. 

— — f. a. Bu(^etDerBe; Pflansen. 

Gtimnattll« Deutf(^es Hingen na^ Kraft unb S^ön^eit. Bus btn 
literarifd^en Seugniffen eines 3al^r^ttn6ert5 gefammelt. Bon ICuminfp^or 
Karl möller. I. Banb: Bon Sd^iHer bis £ange. (llr. 188.) 

Waa für bie bie (Begemvart bemegenben Probleme einer barmonif^ (Entfoftung aller 
Kräfte bes Kbrpers unb (Beiftes bie gen>id)tigften 3eugniffe aus oen Sdirtften unferer fSbrenben 
(Beiftcr beibringen. Das erfte BSnbdien ent^filt ftusfprü^e unb aufSfiJe oon Stiller, »oet^, 
2^an Paul, (butsmut^s, 3a^n, Dieftenoeg, Roftmfi|{er, Spiel, $t. tC^. Dif^er unb $x, A. Catige. 

Die £etbe$übungen unö i^re Bebeutung für bie (befunb^eit. Bon 

Profeffor J)p, R. 3 an ber. 2. Huflage. Hit 19 abbilbungen. (llr. 13.) 

tOiU barflber oufflSren, oes^alb unb unter toel^en Umftfinben bie Cefbesfibungen fegensrei^ 
tDirlen, inbem es ibr tPefen, anbererf eits bie in Betraf fornmenben (Drgone befpri^t ; erdrtcrt 
befonbers bie IBec^telbeste^uugen soif^en fbrperlttber unb geiftiger Arbeit, bie..£e{be$fibungen 
ber 5rauen, bie Bebeutung bes Sportes unb bie oefa^ren ber fportli^ Übertreibungen. 



f. a. (befunb^eitsle^re. 



Qonbfeirtfdfeii f. Knobenffanbarbeit. 

Qan6toerf • Bas bentf^e Qanboer! in fetner fulturgef(^i6tlic^cn ^ntwxd* 
lung. BonBire!torDr.€b.(Dtto. 2.aufL I1tit27abb.aitf8(Lafeln. (nr.l4.) 

(Eine DarfttQung ber CntnlcDung bes beutf^^ ^anbwerf s bis in büt neucfte Seit, ber grogen 
UntvSI^ung ouer n>irtf^aftli<!^ Der^ditniffe im 3eitatter ber €ifenba^nen unb Dampf- 
maf^inen unb ber Qanbn>erterben>Mungen bes 19. Ja^r^unberts, oie bes filteten Qan6n>ert$* 
lebens, feiner Sttttn, Brfiu^e unb Di^tung. 

Q<ms. Bas beutfc^e t^aus unb fein !)ausrat. Bon profeffor Dr. Hubolf 
Bleringer. Btit 106 Hbbilbungen, barunter 85 oon Profeffor H. von 
S^roetter. (Hr. 116.) 

Das Bttc^ loiH bas 3ntereffe an bem bentfAen Qaus, »ie es geoorben ift, fbrbem; mit 
Sa^lreit^en funftlcrtfAen 3uuftrationen ausgestattet, be^anbelt es uadi bem »Qöb&aus* bas 
oberbeutf^e ßaus, fubrt bann anf^ulid^ bie CiitriAtung ber ffir bicfes djatofteriftifil^en 
Stube, btn (Dfen, ben tCif^, bas Cgger&t vor unb gibt einen Überblid ftber bie Qerntnft 
oon Qaus unb Qausrat. 

Kulturgefc^ic^te bes beutfdjen Bauern^aufes. Bon Regicrungs» 

baumeifter a. B. <£^r. Rand. Rlit 70 Hbbilbungen. (Rr. 121.) 

Der Derfaffec fäbrt bm Cefer in bas fjaus bts germonif^ £anbn>irtes unb seigt beffen 
(EntiDiiflung, toenoet fi^ bann bem Qaufe ber fIan5!naotfa|en Bauern 3U, um qterauf bit 
(EntiD{(fIung bts beutkqen Bouem^ufes oA^renb bes ITlittelalters barsufteHen un6 mit eir.r" 
Säuberung ber heutigen 5orm bes beut{(^cn Bouemliaufcs ju fd)Ue|en. 

— — f. a. Kunft. 

S^mis^alt. Bie RaturtDiffenf(^aften im Qaus^alt. Bon Dr.3.Bongarbt 

2 Bänbd^en. (Rr. 125. 126.) 

I. ZtXL: WU forgt bie ßausfrau f&t bie Cefnnbl)elt ber Satnilie? IRit 3t abbilbungen. 
II. tCeil: tDie forgt bie Hausfrau für gute Uo^rung? Ctit 17 flbbUbungen. 
Setbft gebObete Hausfrauen fdnnen }Ub fragen ni^t beantworten wie bfe, loes^olb fie «. 
ronbenfterte UtUdt auq in ber ^ei|en Seit in offenen M&ften aufbewahren Ibnncn, wcs^u. 
Ut liartem »affer Sobt |ufc|cn, weshalb Mfl Im lupfeviien Keffel ni^l «dtlten folL Di 



3ebe$ BSnb^en geheftet 1 lU!., gefc^tnadoon gebunöen 1 ttt!. 25 Pfg. 

fon ^ier an ber Qan6 elitfa<l^er Beifpiele, unterflü^t 6ur^ (Erpertmentc vmh SObUbmam, 
6os itoturtDiJfenfd^aftliAe üenfeit bcr teferinnett fo aefc^ult meroen, 6a| He beffil^fgt tDeroetii 
au^ fol^e ^gen felbfi ju beantioorten, Me bas Bu^ unberfidfii^ttgt lagt 

Qous^alt. (Chemie in Küc^e unb f^aus. Don profeffor Dr. 6. Abel. ITttt 
äbbilöungen int tüe^ unö einer mehrfarbigen DoppeltafeL (Hr. 76.) 

Das Bfinödten »in CNIegcnl^ett bieten, bie in Xfid)e unb Qqus tSali^ fiq ooH^ie^enben 
^cntif<l^en unb pl}t)fifalifd)cn Pro^effe ti^tio ^u beobaditen unb nut^Dringenb 3U oeriDerten. 
So »erben Qei3un9 unb BeleuÄtung, oor aOem aber bit (Emfibrung erörtert^ »erben tierifc^e 
unb pflanjUii^e na^rungsmitiet, (Benugmittel tatb (betrfinte beqanbelt 

— — f. a. Kaffee. 
Qoii^n f. Ittttfif. 

Qebesettge. Das Qeben fefter, flüffiger unb luftförmiger Korper. Don 
Profeffor Dr. RiAarö Dater. lUit 67 Äbbilbungeu im tCejt. (Hr. 196.) 

nOin, oonc untfongreiil^e Kenntniffe auf bem (Bebtet ber me^anil ooraussufetien, an ber 
I^anb sa^Irci^er ctnfaAer Sli^im bos Perf tanbnis für bie IDirfung ber Qebeseuge einem 
»eiteren Krcifc sugfingliq ma^en. So »erben bie ßebe^Dorri^tungen fefter, fuifffger unb 
luftfdrmigcr Xbrper na^ bem neueften Stanb ber ttedinil einer aiisfül)rlid)en Betra({itung 
untersogen, »obei »id^tigere HbfAnitte, »ie: Qebet unb f<i{iefe (Eb^ntf Drudmatfcrljebo 
oorriqtungen, Sentrifugolpumpen, «eblftfe uf». befonbers einge^enb bcQanbelt finb. 

Qeiltoiffenf^aft, Die mobeme. tDefen unb <bren3en bes ar3tli(!^en 
IDiJfens. DonDr. €.Biernadi.Deutf(i)t)onBabear3tDr.$. (Ebel. (Hr. 25.) 

IDiu in ben 3n^ bes Orsüi^n tDiffens unb Könnens oon einem allgemeineren Stanbpunfte 
aus einführen, inbem bie gefd^i^tli^e entwidlung ber meMjinif^en ^runbbegriffe, bie Ceiftungs« 
fS^igleit unb bie Sortfd^ritte ber mobemen f^eiltunft, bie BesieQungen 3»if^en ber Diagnofe unb 
ber Bcl^nblung ber Kran!Qeit, fo»ie bie <5ren3en ber mobemen Diagnoftif bel)anbelt »erben. 

-— — Der Hberglaube in ber lTtebi3in unb feine (Befal^r für (5efunbl|eit 
unb t^tn. Don Profeffor Dr. D. oon ßanfemann. (tlr. 83.) 

Bejubelt alle menfAIiÄen BerbOItnine, bie in irgenb einer Bejie^ung 5U teben unb (befunZ^eit 
fielen, befonbers mitRfiafit^t auf viele jqSbtt^e arten besHberglaubens.bie geeignet finb,Kron!' 
Reiten 3U förbem, bie (Befunb^t ^erao3ufe%en unb au(^ in moraIif<!^er Bestellung 3u fc^fibigen. 

f. a. Anatomie; fluge; 5tauen!ran!^eiten; (Beiftesfranf^eiten; (Be» 

funbl^eitsle^re; Kranfenpflege; llerDenfiiftem; Säugling. 

Qerboris £el)ren unb teben. Don Paftor (D. 5IiigeI. lltit 1 Bilbniffe 
tjerbarts. (Hr. 164.) 

Eferborts tüitt 3U lernten, ift für btn p^ilofop^en »ie ffir btn pabagogen glei^ »i^tig. 
3nbes feine eigenartige (Cerminologie unb Debu!tions»eife erfcbtoert bas (Einleben in feine 
(Bebanlengefilbe. 5IfigeI i>erftel)t es mit mufterijaf tem (bef^icr, ber Interpret bes Bteifters 3U 
fein, beff en tOerbegang 3U prüfen, feine p^ilofop^ie unb päbagogtl gemeim^erftänblid^ barsuftellen. 

QUfsf^uIioefen, Dom. Don Heftor Dr. B. Itlaennel. (Hr. 73.) 

(Es »irb in (ursen 3ilgen eine lE^eorie unb Bra^ris ber ßilfsf^ulpfibagogil gegeben, an f^anb 
ber oor^anbenen Citerotur unb auf <bruno oon (Erfahrungen »iro ni^t allein sufammen* 
gefteUt, »as bereits geleiftet »orben ift, fonbem au^ f|en)orge^oben, »os n^d) ber (Eni* 
»idEIung unb Bearbeitung ^arrt 

f. a. ©eiftesfranf^eiten; 3ugenbfürforge. 

Qo^f^ulen, tSe^nff^e, in llorbamerifa. Don prof. Dr. S. ttt ü Her. 
ntit sa^Ireicben (Certabbilbungen, einer Karte unb tageplan. (ttr. 190.) 

<bibt, oon Iel}rret(i^en Hbbilbungen unterftüt)t, einen anfd^auli<!ben Überblid Aber (Drganifation, 
Husftattung unb Unterridjtsbetrieb ber ameritanift^en te^nif Aen Qoc^f^ulen unter befonberer 
IJeroor^ebung • ber fie fennsei^nenben tnertmale: enge 5ublung siDifc^en £e^Tern unb 
Sittbierenben unb oorwiegenb praltifdie (EStigteit in Caborotorien unb WertftStten. 

Japan« Die Japaner unb i^re toirtfc^aftli^e (Entroiiflung. Don Prof. 
Dr. K. Ratbgen. (Ilr. 72.) 

S^ilbert auf wrunb langjähriger eigener Erfahrungen in Japan tanb unb Ceute, Staat unb 
ZDtrtf^aftsIeben fo»ie bie Stellung Japans im n}eltoerfe^v unb ermSglid^t \o ein »irfli^es 
Berftänbnis fflr bie ftaunens»erte (»irtf^aftl{<!)e unb polttifd^e) innere tTeugeftaltung bes 
Canöes in ben legten Jafirje^nten. 

II 



Ulis ttatut unb <EeiftesiDeIt« 

3e&es Banbi^en geheftet 1 Uli, gefc^macfDoQ gebunben ! ITTf. 25 Pfg. 

Japan f. a. Kunfi. 

3bfen. f)enrt! 3bfeit, Biörnftfetne Bidtttfon un6 i^re ^etigenoffen. 
Don profeffor Dr. B. Ka||Ie. (Hr. 193.) 

3n groicn Sfigen toirft Me (EnttDidlung unö bie Eigenart 6er Reiben grSgteit Dieter nortDegens 
öaigeftelltr einmal auf 6cr Grunblage 6er Befonoer^eiten öes nonoegif^en DoCfeSr anberer* 
feits im Sufammen^ang mit 6en tuItureHen Strömungen ber soeitcn ß&lfte öes 19. 2äbx» 
f)wnbtris, öurd) öie ergänsenbe Sd)i(&enuig von 6 anberen nonoegif^en Di^^tem (Cie, 
KieUanb, Sfram, 6arborg, Qomfun) enoeitcrt fi^ bie DarftcOung vi einem Bilb ber ffingften 
geiftigen Cntioicilung bes vms Deutf^n fo na^cfte^enben nonoegtfqen Doßes. 

^teallsmus f. tebensanft^auungen; Houffeau. 

3cfuiten. Die 3cfuttcn. (Eine ^iftorifc^e Sfijje »on Profeffor Dr. 
f). Boe^mer. 2,, Dermel)rte unb serbefferte Huflage. (ttr. 49.) 

(Ein Bfl(E)Iein niAt filr ober gegen, fonbcm fiber bie 3efuitcn, olfo ber Perfud) einer 
gered)ten IXHlrbtgung bes oielgenomiten Orbens, bas ni^t nur oon ber fogenannten 3efuiten« 



moral ober oon ber 0rben$oerfaffung, fonbem au^ oon ber 3efuitenfd)ulc, oon ben Ceiftungen 
auf bem Gebiete ber getfttgen Kultur, oon bem 3efuitenftaate ufto. ^nbelt. 



Us Orbens 



Jefus. Die (5Iet(!^niffe 3efu. 3uglei<^ Anleitung 3U einem queüenmSgigen 
Derftan5nisber(EoangeUen. DonLic.prof.Dr.Q.IDeinel. 2.HufL (ltr.46.) 

WiVL gegenüber fir<^ti(^er unb n{Atfird)Ii^er AOegorifierung ber <5Iei<I)nine 3cfu mit f^rer 
riAtigen, iD5rtnd)en Auffaffung besannt mad)en unb oerbinbet bamit eine Cinffi^rung in bie 
Arbeit ber mobemen tC^eologie. 

■ ■ 3efus unb feine Seitgenoff en. Don Poftor K. Dönhoff. (Itr. 89.) 



Die ganse ßerbijdt unb tbltlic^e 5rtf^e bts DoHsfinbes, bie ^inreiftenbe Qot^l^vaigteit 
unb propl^ettfd^e Überlegenheit bes genialen Potlsmanncs, bie reife tOeis^eit bes 3unger» 
bilbners unb bie religibfe T£iefe unb tDeite bes Coangeliumoertilnbers oon ttcnar^ loirb 
erft empfunben, n>enn man i^n in feinem Derfe^r mit btn ffyt umgebenben UTenfqengeftalten, 
DoIIs« unb Parteigruppen 3u oerfte^en fu^t, n>ie es biefes Büchlein tun oilL 

— — tDaI)r^eit unb Di(i|tung im Ccben 3efu. Don Pfarrer Dr. Paul 
Ute^Horn. (tlr. 137.) 

XDin zeigen, »as oon bem im ITeuen tTeftament uns fiberlieferten £cben 3eju als toirüi^r 
(Eatbeftanb feftsubalten, mas als Sage ober Did^tung ju betraAten ift, burq Darlegung ber 
(Brunbf&t^e, naq benen bie S^eibung be» gef^iAtU^ olauboilroiaen unb ber es umranfenben 
p^antafiegebilbe oor3unebmen ift unb burd^ Dou3ie4ung ber fo gefemQei^neten Art cbemif^ 
flnalqfe an btn oid^tigften Stoffen bes »Cebens Z^W. 



f. a. Bibel; C^riftentum; Religion. 



2(nu{tration$funft. Die beutf(^e3nuftrdtton. Don Profeffor Dr. Hubolf 
Kau^f(^. ITtit 35 Hbbilbungen. (Ilr. 44.) 

Be^anbeit ein befonbers n>i<!^tiges unb le^rrei^es (Bebiet ber Kunft unb leiftet sugleid^, 
inbem es an ber Qanb ber (Befdiid^te bos C^aratteriftift^e ber 3Uuftrotion als Kunft ju 
erforf^en fu^t, ein gut (teil »Kunfter3ie^ung*. 



f. a- Bud^getoerbe. 



3n6ttftr!e, d^emlf^e, f. Pflansen; ^tä\mt. 

^nfinitefimalre^mtnd* €infü^rung in bie 3nf. mit einer i^iftor. fi 
fid)t. Don Profeffor Dr. 6er^arb KotDalerosü. mit 18 5i9- (Hr.r 



Bietet in angemeinoerftSnbIid)cr 5orm eine €inffl^rung in bie 3nfinitefimalred}ming, ( 

~" ~)e Bet^anblung ber uatunDijfenfqaften unmbglid) ift, 

t, als oielme^r in ber gegenäber ber CIementarmat!)er 

oerfinberten Betrad^tungstoeife Unter btn (Befid^tspunhen ber Kontinuit&t unb bes Unenbf 



bie ^cute eine ftreng o>jf|enj|^ofttM< 



bie nid^t foioo^I in bem Kalmt felbft, als oielme^r in ber gegenfibcr 6er CIementarmat!)er 
oerfinberten Betrad^tungstoeife unter ben (Befid^tspunl 
tizgenben Sd]iDtertgfeiten 3u übeminben lehren loilL 

12 



Aus ttatut nnb (Btf^tesmtlt. 

^thts BSnbd^en gel^eftet I 11t!., gefc^macfDoII gebunöen 1 Xttl 25 Pfg. 

3ndenfett¥ted^nll. S^öpfungen 6er 3ngenieuTte(&mI öer tttn^tit 
Von Baurat Kurt ITterdel. 2. Huflage. ITtit 55 Hbbilöungen. (ttr. 28.) 

5ü^tt eine Rei^ l)erDorragenber unb intereff anter Ingenieurbauten nadE) i^rer te^nif^en 
un6 mirtf^aftlid^en Beöeutung oor: öie (Bebirgsba^nen, bie Beroba^nen, unb als berenDor- 
ISufer bie bebeutenben 6ebirgsftra|en ber S^oeis unb l[iro(s» oie grogen (Eifenba^nverbin« 
bungen in Afien, enbli^ bie mobernen Kanal* unb ^aUnbeattn. 

— - Bilöer aus 6er 3ttgemcttrtec^ni!. Don Baurat Kurt Dtercfel. IHit 
43 ABbiI6ungen im (Eejrt un6 auf einer Doppeltafel. (Hr. 60.) 

steigt in einer Säuberung ber Ingenieurbauten ber Babqlonier unb flfftirer, ber Ingenieur- 
te^nil ber alten Hgt}|)ter unter oergIeid)sn>eifer Bel^anblung ber mobernen 3rrigationsanUigen 
bafetbft, ber S^Spfungen ber antitcn gric^ifc^en Ingenieure, bts StSbtebaues bn HItertum 
unb ber rSmifdicn IDafferlettungsbauten bie ^oQen Ceiftungen ber DdDer bts Altertums. 

Israel f. Keligton. 

3u0en50$!i¥fovde. Don Dtreltor Dr. 3o^. peterfen. 2 B&n6e. 

(Ur. 161. 162.) 

Banbl: Die affentliAe Sfirforge ffir bie l^ilfsbebfirftige ^ugenb. 

Banb II: Die dffentliAe 5ürforge für bie fittli^ gefS^rbete unb bie ge* 

merbli^ tStige 3ugenb. 

(Erörtert alle bos Sürforgemefen betreffenben fragen, bedt bie i^m an^aftenben tItSngel auf» 

Scigt sugleid^ aber au(^ bie mittel unb IDege 3u ihrer Befeitigung. Befonbers einge^enb 

merben bebanbelt in btm 1. B5nb(!^en bas Dormunbfqaftsre^t, bie Sduglingsfterbli^Ieitr bie 

5ilrforge ffir unebeli^e Uinber, bie 6eme{nben>aifenpflege, bi^ Oor* unb tta^teile ber 

Hnftolts« tuib 5amuieiq»flege, in bem 2. BfinbAen bie geverblic^e Husnu%ung ber Utnber 

unb ber Kinberfd|U% im (bemerbCr bit KriminalltSt ber 3ugenb unb bie 3uKing$er3teI}ung, 

bie ^ürforge ffir bie f^entlaHene 3ugenb. 

Kaffee, tTee, Kafao nnb blt übtlqtn narfotffc^en Bu^gn%» 
dettSnle. Donprof.Dr.a.tDicIer. mit 24 Hbb. u. 1 Karte, (trr.132.) 

Bejubelt, bur^ jwetfentfpred^enbe flbbilbungen unierftfi^t, Kaffee, tCee unb Kalao ein« 
gel^enber, Btate unb Kola ffirser, in bejug auf bh botanifd)e flbftammung, bie natfirlid)e 
Oerbreitung ber Stammpflansen, bie Verbreitung i^rer Kultur, bie tDa^stumsbebingungen 
unib bit Kulturmetboben, bie Cmteseit unb bie €mtc enblic^ bie (Bevinnung ber fertigen 
tOarc, nie ber IBeltmartt fie aufnimmt, aus bem geemteten probuCte. 

'■ f. a. Botanü; (Ernö^rung; EJaus^alt. 
Kalenöet. DerKalen6er. DonprofefforDr.lD.S.lDisIicenus. (ltr.69.) 

(Erflfirt bie aftronomif Aen Crf^inungcn. bie ffir unfere Zeitrechnung von Bebeutung flnb, 
unb f^ilbert bie ^iftorif^e Cntnicnung ots Kalenbenoefens oom rdmif^en Kaienber aus« 
g^enb, ben tOerbegang ber d^riftttd^en Kalenber bis auf bie neuefte Seit oerfOIgenb, fe%t 
i!)rc <Hnrid)tuttgen auseinanber unb le^rt bU Bere^;pmg falenbarifi^er Angaben für Der- 
gangen^ett unb Sulunft, fie bur^ sal^Ireid^e Beispiele erlautemb. 

Koni. 3mmanuel Kant; DarfteÜung un6 XDfir6tgung. Don Profeffor 
Dr. (D. Külpe. mit einem Bil6niffe Kants, (tlr. 146.) 

Kant ^t bur^ feine grunblegenben IDeite ein neues 5unbament ffir bie D^ilofopQie oller 
Dditer unb Seiten gefqaffen. Diefes in feiner (Eragf&^igteit ffir mobemeJbeen bartuftdlen, 
liai fi^ ber Derfaffer 3ur Hufgabe gefteui €s ift i^m gelungen, ben toirflii^en Kant mit 
I}iftorif(!^er tCreue zu f^itbem unb bck^ au^ 3U beleu^ten, »fe bie Ita(!^tt)ett berufen ift, 
4inaus3uftreben über bie Anf^auungen bes gewaltigen Denfers, ba ou^ er ein Kinb feiner 
^eit ift unb mand^e feiner Celjrmetnungen vergängliil^er Art fein mfiffen. 

f. a. P^ilofop^ie. 

nöerpflege f. Söugling. 

tadenl^an6avbeit, Die, in 6er heutigen <Er5ie!)ung, Don $emtnar6ire!tor 
aim. p abf t. mit 21 abbiI6ungen im tCe^t un6 1 ti:tteIbU6. (Hr. 140.) 

t einen fwerblid Qber bie (Befc^i^te bes Knaben^anbarbeitsunterriAtSf unterfu^t feine 
'Hung im Ci<bte ber mobernen päbagogif<!^en Strömungen unb erl^ärtct feinen tPert als 
ebttttgsmittel, erörtert fobann bie Art bes Betriebes in ben oerfii^iebenen Sd^ulen unb gibt 
Sc^tuffe eine oerglei^enbe Darftellung ber Sqfteme in ben oerf^iebenen £8nbem. 
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Bu9 tlotur unb ^eiftestoelt. 

3eöes BSnb^en geheftet 1 JXtL, gefdimacfooll gebunöen 1 HI!. 25 Pfg. 

Kolonlett. Die öeuifAen Kolonien. Zanb unb Ceute. Don Dr. Ilöolf 
Qeilborn. Dtit 3a^Itet<i^<n Hbbilöungen unb 2 Karten, (tlr. 98.) 

Bringt auf engem Raunte eine fturdi Abbttöungcn un5 Karten unterftfi^te^ »iffenf^l^aftfi^ 
genaue St^il5erung 6er öeutfc^cn Kolonien, fooie eine einioanöfrete DarfteOung iQrer ÜSIfer 
na^ Ztabrnng unö Kleiöung, Qaus unö 6emein5eleben, Sitte unb Re^t <5Iaube unb Aber» 
glaube^ ibAttt unb Dergnügen, Senerbe unb Qanbel, tPaffcn unb Kampfesveife. 

— — f. <L Botonif; (Englanb. 

Ktoftf ol^trseitde f. automobü. 

Ktonf enpflede* DorttSge genauen oon €^efar3t Dr. B. £ ei <!. (ttr. 152.) 

(bibt tnnfid^ft einen Überblitf über Bau uvb Sunttion ber inneren Organe bes Kbners unb 
beren Vuptm^Ht^ften €rfran!nngen unb erörtert bann bie hierbei 311 ergreifenben ntaBnobmen. 
Befonbers ctnge^nb mirb bie lironlenpflege bei Snfeltionsfronfi^eiten fowie bei pld^u^en 
Ungifldsffinen unb Crfronlungen be^anbeU. 



f. 0. (befunb^eitsle^re. 



Ktiedsioefen. Dom Kriegstoefen im 19. 3(K^t^unbert. 3tDangIofe 
S!i53en Don Dtaior 0. non Sotten. Dtit 9 uberfid|ts!artd^en. (ttr. 59.) 

3n einlebten Abf Anitten »irb insbefonbcrc bie Raooleonif Ae unb nioItlefd)e Kriegfül)rung an 
Beifpieien (3ena«K8niggrfi^«Seban) bargcttelU unb bur^ KortenfH^^en erlSutert Damit oer« 
bunben finb dune S^ilberungen ber preUBtfdben Armee von 1806 lutb na^ btn Befreiungstriegen, 
fotDie na^ ber Reorganifation Don 1860, enbii^ bes beutf^en Qeeres i>on 1870 bis yir 3e6tüett 



' Der Seefrieg. Seine gef^ic^tltc^e (Entn){cEIung 90m Seitalter ber (Ent* 

bedungen bis jur (begentoart. Don Kurt S^et^err oon Hlal^a^n, 

Di3c-abmiral a. D. (Hr. 99.) 

Der Derf. briirat btn Seefrieg als Kriegsmittel »ie (ds mittel ber Politit pst Parfteüung, 
inbem er suno^ft bie Cntnudluna ber Kriegsflotte unb ber Seemegsmittel fd^Ubert unb 
bann bie heutigen tPeltioirtf^aftsftaaten tutb otn Seefrieg be^anbelt, oobei er befonbers 
bas ßbb5ngigIeitsoer^&ltnis, in bem unfere lOeltoirtf^aftsftaaten fommersiell unb politif^ 
3tt ben f>erfe$rsQ)egen ber See fielen, barfteüt 

HuIittY* Die auffinge ber menf^Ii^en Kultur. Don Prof. Dr. £ubn)ig 

Stein. (Hr. 93.) 

Be^anbelt in ber Überaeugung, bti% bie Kultuqnobleme ber 45egen»art fid^ uns nur burd^ 
einen tieferen Cinblitf in iqren BOeroegong erf^Iiefien, Ratur unb Kultur, ben t>orgef^id)tHd)en 
RTenf^^, bie Anfönge ber Rrbeiisteilung, bte Anfänge ber Raffenbilbung, femer bie Hnf&nge 
ber iDirtf^aftli^en, tnteneftuellen, morauf^en unb fo^ialen Kultur. 

— f. a. Bu^geroerbe; Dorf; 6ermanen; (5ef(^i^te; griec^. Stfibtebilöer. 

Kunft« Bau unb Z^tn ber Mbtnbtn Kunfi Don Direttor Dr. (E^eobor 
Dolbe^r. ITtit 44 Hbbtlbungen. (Hr. 68.) 

5il^rt oon einem neuen Stanbpunfte aus in boi Berftfinbnis bes IDefens ber bflbenben Kunft 
ein, erörtert bie Crunblagen ber menf^li^en <beftaltungsfraft unb seigt, toie bos filnftterif^e 
3ntereffe fi(^ aUmdi^U^ »eitere unb immer »eitere Stoffgebiete erobert. 

Deutfc^e Kunft im töglic^en t^tn bis 3um SAluffe bzs 18. 3ö^r» 

^unberts. Don Prof. Dr. Bert ^olbf^aen bie. Dtit 3a^Ir. Hbb. (nr.l98.) 

S<!^ilbert an ber Qanb sa^Irei^er Abbttbungen, »ie bie Kunft, iwnoiegenb bie ange»anbte, 
im Caufe ber lo^r^unberte bas beutf^e Qelm in Burg, S^Iog unb Qous be^agHq gema^*^ 
unb gefqmfitt^at, oerfolgt burd) et»a taufenb 3a^re, »ie bie eii»elnen <5ebraud)S' unb £unu 
gegenft&nbe bts tfigliAen £ebens entftanben Unb unb fiA ge»anoeIt ^aben, unb ftellt fo eine 
Abrig ber <befd)ic^te bes Kunftge»erbes unb bes ^fiusliqen Dafeins nnferer Borfa^ten bai 

Kuttftpflege in Qaus unb Qeimai Don Supcrintenöent H.Bür!nei 

mit 14 abbilöungen. (Hr. 77.) 

IPill, ausge^enb oon ber Überaeugung, bci% pi einem vollen Rlenfc^enfein unb Bolfstum bi 
Pflege bes Sd>9nen unabweisbar gebort, bie Rügen sum rechten Seiten dffnen lehren unb bf 

teft ""' " 
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£ius noistv tsn5 (Belftestoett* 

3e6es B5n6d)en gel^eftet 1 ITl!., gefc^mod^oll gebunben 1 ITt!. 25 Pfg. 

Kttttfi. Die oftafiatif^e Kunft unb t|re €tntDir!un9 ftuf (Europa. Don 
DircftorDr.R.<5rauI. Htit 49 ftbb. im acjt unö auf 1 I>oppeItafet (ttr.87.) 

Bringt Me bcöcutungsooHe ^intDiriung btt fapanif^cn lutö Ain<iif(E)tn Kunfi auf öie 
euTopftif^e 3ttx DarfteUung unter ütitteUung eines reid^en BUbermatcrials, 6en <HnfIu| 
Chinas auf oie CntiDt({[ung 6er 3unt Ro!ofo ^rangtitöen freien Rid}tungen in 6er 6e{oratioen 
Kunft 6e$ 18. 3abrl)un6ert5 mit 6en auf 6ie Cntmitflung 6e$ 19. 3<tqr^un6erts. Der Der« 
faffer veift auf 6te Bedienungen 6er IHoIerei uvö 5ar&cn6rtt(t!un|t ^aipims sunt Jmpreffio« 
nismus 6er moöernen europäifd^en Kunft ^in. 



f. a.Batt!unft; Bu(i|gc©erbe; Dürer; Stä^tebilöer; Düuftrationslunft; 

Hentbranbt; Sil^riftmefeit 

Cehen. Die (Erfc^einungen bes Cebens. 6runbf>robIeme ber mobemen Bio* 
logie. DottPriDotbo3etttDr.Q.inie^e. mit 40 Si^Hten im €cjt (Hr. 130.) 

Derfuc^i eine umfajfen6e tEotalanfii^t 6cs organtfc^en Cebens ju geben, itt6ent na^ einer 
(jErörterung 6er fperulattoen DorfteUungen fiber 6as £e5cK uii6 einer Befd^retbung bes proto* 
plasntos un6 6er Seile 6ie ^ouptffi^IidQften Henlerungen 6cs Cebens bc^anbelt werben, als 
€ntiDidIung, (EmS^rung, Htmuna, 6as Simtesleben, bie 5ortpfIan3ung, ber Hob, bie Dario? 
bilität un6 im AnfAIug baran bie Hbeorien über Cntfte^ung wib Cntoidlung ber Cebetoelt, 
foiDie bie mannigfaqen Bestellungen ber Cebeoefen untereinanber. 

CeÖensanf^auungen« Sittliche £ebensanf^auungen ber (BegeniDart. 
Don profcffor Dr. Otto Kirn. (Hr. 177.) 

übt oerftSnbnisDoUe Kritü an 6en C^ensanfdiauungen bes Haturalismus, ber fi^ ido^I 
unt bie (befunber^altung ber natürlich Crunblagen bes fittlk^ Cebens Derbtenfte ertoorben, 
aber feine Siele ni^ vt begrunben oermag, 6es Utilitarismus. 6er 6ie Ulen|<^f)eit 0of}( 
roeitcr ^tnoits aber mc^t tjof^ hinauf 3u blitfen le^rt, bes €oo In tionismus, ber mio) 
feinerfeits ben atten Streit ^ifd^en (Egoisnms unb aitruisnms nic^t cntf^eiben fann, an ber 
äft^etifdien Cebensauffaffung, ^tn <Befanr in ber Uberf^fi%unp ber fil^dnen 5o7ni 
liegt, bie nur als Kleib eines beoeutfanten 3nbalts Bered^ttguug ^at, um bann für bas über» 
legene Re^ bis fittli^en 3bealismus etnjutreten, inbem es beffen folgeri^tige Durd)* 
ftL^tung in bei ^riftii^en IDeIia.nf^nauung oufveift 

CtfbtsfXbutiQtn f. (5i)mnafti!. 

Ci^t. Das £t<l^t unb bie 5<i^^^n. Se<^$ Dorlefungen. Don profeffor Dr. 
£. (brat^. 2. Euflage. Iltit 116 ^IbbUbungen. (Hr. 17.) 

5&^rt, oon ben einf äfften optif^en Crf^einungen ausg^enb, 3ur tieferen Cinfi^t in b!< 
natut bes CiAtcs unb ber Sttrben, be^anbelt, ausge^eno von ber f^einbat gerablinigeii 
HusbveitHng, durütfoerfnng unb Brei^ung bts £i^tes, bas XDefen ber $atht», bit Beugungs« 
erff^inungcn uvib bie p^tograpl)ie. 

f. a. Beleu(i^tungsattett; Chemie. 

Ciietahurgef^i^te f. Bu^eu>erbe; Drama; 2h\tn] Sdjtller; S^afefpeare; 
Doßslieb. 

Cutter« Ctttber im £i^te ber neueren S^rf^ung, €in fritlfc^er Bericht. 
Don profeffor Dr. Q. Boe^mer. (Itr. 113.) 

Derftt^ bttrA forgfAItiae %ifiorifAc UnterfuAung eine ecWpfenbe DarfteHung oon Cutters 
za>m vinb tOirfen ju gtbtn, bie perfönli^Ieit bts Reformators aus iijrer 3eit heraus 3U 
erteffcn, i^re S^roäd^en unb Starten bcleuditenb ju einem iDal^r^eitsgetrenen Bilbe 3u 
gManaen, wA gibt fo niAt nur ei« pfpc^ologifdjcs portrfit, fonbem bietet suglei^ nn 
intfi#wttt Stiht Kulturgef^i^te. 



f. tt. (5ef^i^ie. 



tltS6<4enf^uIe« Die bb^ere lYtäb^enfc^uIe in Deutfd^Ianb. Don Ober« 
le^rerin ItL mar t in. (Ilr. 65.) 

Bietet tau bcnifen|tcr 5eber eine Darftellung ber Siele, ber ^iftorifc^en (EntioiAung, b' 
liwHjtii •#«& Mab ber Sutunftsoufgoben ber f)o^eren Rläbt^enfc^ulen. 

" ^ " - t» a. Bilbungstöcfen; Sdjulioefen. 
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Hus ttatut nnb ^eiftesmeli. 

3e5c$ Bftnbdien geheftet 1 IUI., gefc^madooll gebunbcn l TU!. 25 pfg. 
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maOitmailf. mat^ematifc^c Spiele. Don Dr.XD.a^rens. mitl^ltel- 
bilö ttttb 69 Siguren im (Cejt. (Hr. 170.) i 

Siid)t {n tes 0«rftfiitönis an 6et Spiele, Me »unglei^ ooll oon tCa^benfen' tfergnügetii metl 1 

man bei i^nen rennet, o^ne Oorausfejung irgenö melier mat^ematif^er Kemttniffe ciiQU« .^ 

führen un6 fo ihren Ret} ffir naAbenfitdie er$e&Ii(^ ju er^öfjen. So nerven unter Beigabe / 

ron einfad^en, Das mitarbeiten oes £efers belebenden Sragen tPettfpringcn, Bog* pussle, 
SolitAt» ober ^EinfieMerfpiel, tDanberungsfpide, 1>t}aMId)e Spiele, 6er Baguenauöier, Htm, 
ber RSff^fP^nS unö bie IHagifdien Quabrate be^anbelt. 



f, a. Hrit^tnetif ; 3nfinitefiTnaItec^nung. 



— Die fünf Sinne öes IUenf^en. Don Profeffor Dr. 3of. (LI 
Kreibig. mit 30 Rbbilöungen im XLzit 2,, Derb. Huffage. (Hr. 27. 

Beantn>«rtct bie 5rMen fiber bie Bebeutung, Ansa^I, Benennung unb Ceiftungen bcr i 
\n gcmeinfofili^er tPeife, inbem bQ% (Drgan uno feine SunftionsDeilc, bann bie als 
minenben dugeren Urfad^en unb jule^t ber Jn^alt, bie Stfitlc, bas raumli(^e unb jeil 
mcrfmol ber Cmpfinbungen bcfprod)en oerben. 
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nte^onll (. Qebejeuge. 

nieetesfotf^und« Illeeresforf^ung unb lUeeresIeben. Von Dr. 
(D. 3anfon. 2. Auflage, mit 41 Siguren. (Hr. 30.) 

Sd)Ubert fürs unb lebenbto bie 5ortf^ritte bcr mobemen nteeresunterfud^ung auf 
geograpbif^em, p|)nfi!a(if4«fflemif(bem unb bioIoaifAcm (bebiete, bie Dcrtettung wti tDaffer 
unb Canb auf bcr (Erbe, bie aiefen oes nteeres, bie pqofi!aUf<^en txnh ^emif^en Pert^äUntffe 
bcs nicenpaffcrs, enbli^ . bie »i^gften Organismen oes Ineeres, bie Pflanzen xmlb tCicre. 

ntenfc^« Der menf^. Se^s Dorlefungen aus bem (bebiete ber Hnil^ro« 
pologie. DonDr. H. i^ eilbor n. mit 3a^Irei(^en Hbbilbungen. (tlr. 62.) 

Stent bie Ccbren ber «tDiffenfäiaft aUer 1Piffcnfd)aften* ftreng iaiß^ unb boA bur^aus 
poUstümli^ bar: bas IDifJen oom Urfprung lits ntcnf^cn, bie Cntmidlungsgef^iditc bes 
Jnbioibuums, bie tünftlerif dbe Betra<!^tung ber Proportionen bes menf^Ud)en Körpers unb bie 
ftreng niffenfifKiftli^en nteQmetboben (Sc^&belmeffung uffOi be^anbeU femer bie inenf(()to' % 

raffen, bie raffenonatomifc^en Derfdiieben^eiten, ben €ertiarmenf<Qen. i 

■ Bau unb (Cätigleit bes menf^Iiii^en Körpers. Don PriDatbojent 
Dr. Q. Sac^s. 2. Huf läge, mit 37 abbilbungen. (Ilr. 32.) 

(bibt eine Rei^e fAematifc^er Hbbilbungen, erläutert bie (Einri^tung unb bie tCätigfeit ber )i 

einseinen (Drgane ^% Körpers unb seigt babei oor aUem, nie biefc einseinen Organe in 
ibrer ttätigfeit aufeinanber einoirten, mlteinanber snfammenbängen unb fo bin menfdttHdjen 
Körper ju einem cin^etüid}en (banden, ju einem mol^Igeorbneten Staate ma^en. 

— — Die medjanif bz% ©eif teslebens. X>on Profeffor Dr. m a j D e r ro o r n. 

mit 11 Siguren im tEejt. (Hr. 200.) 

IDin untere mobemen Erfahrungen unb Anfdiauungen über has pbt}fioIogif^e (Befd)eben, bas 
]t^ bei ben BorgSngen bes <beifteslebens in unferem (be^im abfpim, in großen 3ügen oer- 
{tSnblic^ ma^en, inbem es bie Dinge mit bzn Begriffen unb btn PergleiAen bes tfiglid^en 
Cebens fd^ilbert. So im erften Abfd^nitt: »£eib unb Seele" ber Sianbpunft einer 
moniftifd^en Auffaffung ber tDelt, bie in einem ftreng oiffenfAaftli^en Conbitionismus 3um 
AusbmtE tommt, erörtert, im sneiten : »Die Dorg&nge in ben (Elementen bes nerDenfqftems" 
ein Sinblid in bie ntet^obif 3ur €rforfd)ung ber pbqfioIogifAcn Dorg&nge in benfelben, fotnie 
einUberblid über ibre €rgebniffe, im britten: «Die BemuBtteinsoorg&nge" eine analqfe bes 
(Empfinbens, Dorfteuens, Denf ens unb IDoIIens unter 3uru(ffüQmng biefer tCStigleiten auf 
bie Doraange in ben (Elementen bes Reroenfpftems gegeben. i)er vierte unb fünfte Hbfdtnitt , 

befd)ftft{gt xiAi in analoger tOeife mit ^n Porgfinaen hts »Sd^Iafes vmh Uraumcs" unb ben 
f^Btnbar fo ge^eimnisoouen Catfa^en ber »fjqpnofe unb Suggeftion". 

Die Seele bes menf^en. Ponprof.Dr.3.RcE^m!e. 2.flufl. (Hr. 36.) 

Be^nbelt, pon ber tEat[a<l^e ousge^enb, bog ber Ulenfc^ eine Seele liaht, bie ebenfo gcioit , 

fei oie bie anbcre, li9^ ber Körper eine (Beftalt ^abe^ bos Seelennefcn unb bas Seelenleben 
unb erörtert, unter Hbme^r ber materialijtif^n vmii ^albmaterialiftifd^en Hnfi^auungen, — 
bem Stanbpunft aus, bafi bie Seele Unförperli^es immaterielles fei, nid)t etma eine 
ftlmmt^it bts menfd)Ii(!^en Sinselwefens, au«^ nic^t eine U)irtung ober eine „Sunition 
ibe^irns, bie oerfc^iebenen (TätigfeitsSußemngen bes als Seele Cnannten. 



$iu9 Itatur nnb <BelftesioeIt. 

3e5e$ BSn5d)en gefjeftei I lYt!., gefc^ma^oll gebunöen I Ht!. 25 Pfg. 

tltenf«^ nnb <Etöe. ntenf^ unb (Etöe. S!i33en oon ben XDe<^feI« 
besie^ungen stDtf^en betben. Don Prof. Dr. a. Kit (^^ off. 2.HufI. (llr.51.) 

Seigt, tDie bit £änöematur auf bzn tRenfdien und feine Kultur cimvirft, 6urcb Sd^ilfterungen 
allgemeiner unö 6efon5ercr Art, über Steppen* un6 tOfiftenodÜer, über öie €ntft(I)ung von 
Hationen, mie Deutjd)lan6 un6 C^ina u. <l m. 

— — — nnb VLlet. Der Kampf 3tDtfd]en irtenfd) unö (Tier. Don Profeffor 
Dr. Karl €(iftein. 2. Huflage, mit 51 Hbbilbungen im ^e;t. (Hr. 18.) 

Der ^o^e nirtf^aftUdie Bedeutung beanfpru^enbe Kampf smifAen Utenf^ un6 üter erfä^H 
eine einge^enbe, ebenfo intereffante toie lebrreidjeDarfteUung; befonöers loerben bie Kampf* 
mittel beiber <5egner aefAilöert: ^ier S^uBioaffen, Sollen, (bifte, ober au^ befonbere H>irt« 
j^aftsmetl^oben, bort fpi^tge Kralle, fc^arfer 3a^n, furd)tbares (Bift, Cift unb (bemonbt^eit, 
oer Sd^u^f&rbung unb Rnpaffungsfä^igteit nid^t ju oergeffen. 

— f.a.Hnatomie; fluge; 5^öuen!ron!^eiten; ©efunb^eitslc^re; Kultur; 
S&ugltng; Stimme. 

tRenf^enleben. Hufgaben unb Siele b^ ITlenfc^enlcbens. Don Dr. 
3. Unolb, 2. Auflage. (Hr. 12.) 

Beantmortet bie 5rage: (bibt es feine binbenben Hegeln bts menf^Ii^en Banbelns? in ju* 
oer}{d)tli(& beja^enber, sugletd) mo^l b^grfinbeter tDeife unb entioirft bie wrunbjüge einer 
iDinenfdiaftU» l^altbaren unb für eine nationale <Er3ie^ung brau^baren Cebensanfc^auung 
unb Cebensororaing. 

tlletane. Die Hletalle. Don Profeffor Dr. K. Sd)eib. 2. Huflage. Hlit 
16 abbilbungen. (Hr. 29.) 

Bebanbelt bie für Kulturleben unb 3nbuftrie »idjtigen Itletalle, fd|ilbert bie mutmaglidte 
Biloung ber (Erje, bie (beoinnung ber metalle aus btn ^ncitf bas Mttentoefen mit feinen 
cerfdiiebenen Sqftemen, bie 5unborte ber metalle, il)re (Eigenfqaften unb benoenbung, unter An* 
gabt l)lftorif^er, {ulturgefcf)id)tli(^er unb fiatiftif^er Daten, {omie bie Dcravbeitung oer metaUe. 

nteteorolodle f. XDetter. 

ntietredf^t. Dletttiete na^ bem bürgerli^en 6efe^bu(^. (Ein f^anbbüdjlein 
für 3urtften, ITlietet unb Dermieter. Don Red^tsanioalt Dr. Hl. St raufe, 
(llr. 194.) 

(bibt in ber Hbffd^t, mieter unb Dermieter über il}r geaenfehiges Derbältnis aufjutlSren unb 
fo 3ur Dermeibung vieler oft nur aus ber Un!enntnts ber gefe^liqen Beftimmungen ent« 
'prfngenber mietproseffe bei3Utrogen, eine gemeinoerftänbli^e Darfteilung b^ mietred)ts, 
)ie burd) Htifna^me ber einfdilägigen umfangrei^en Citeratur, fomie ber (Entfdieibungen 
I)d^ften iBerid^ts^ofe, auän bem praftifd)en juriften als f}anbbuc^ 3U bienen oermog. 

miftoff op. Das niifroffop, feine Optif , (beft^d^te unb Hntoenbung, gemein« 
ocrftönblidi bargeftellt. DonDr.lD.Sdjeffer. mit66abbilbungen. (ITr.SS.) 

TXa&i (Erläuterung ber optif<!^en Konftrufti'on unb IDirfung bes müronops, unb DarfteUung 
ber ^ifiorifAen (tntioitfbing loirb eine Bejc^reibung ber mobemften uturojfoptppen, Qilfs- 
apparatc unb 3nftrumente gegeben, enbliq steigt, »ie bit mifroffopif^e Ünterfui^ung bie 
(Einfi^t in IlaturoorgSnge oeitieft 



S 



f. a. 0p tu; ^ierroclt. 



^"olettile. ntoletülc — atome — TDeltat^er. Don profeffor Dr. 6. Itlie. 
Auflage, mit 27 Siguren im titit (llr. 58.) 

t bie pbqfifalif^e Atomle^re als bie turje, logif^c Sufommenfaffnng einer groften 
ge pl)t)fifalif Aer datfac^en unter einem Begriffe bar, bie ausfü^rlt(^ unb nad) m»glU^* 
als einzelne €n>erimente gef^ilbert toerben. 

m5. Der ITIonb. Don Profeffor Dr. 3. 5ran3. ITIit 31 abbilbungen 
tCejt unb auf 2 Doppeltafeln. (Hr. 90.) 

i bie (Ergcbniffe ber neueren monbforfd^ung loieber, erörtert bie monbbetoegung unb monb* 
n, befDrtd)t btn (Einfluß bis monbes auf bie Crbe unb bebanbelt bie 5ragen ber <Dber« 
f}enbebingungen bes monbes unb bie c^arattcriftif^en monbgebilbe anfdjauUA jufammen« 
'ftt in „Beobad)tungen eines monbbeiooliners", cnblid) bie BeiiDol}nbar!eit b^ monbes. 

17 2 



Hus Itatur nnb Selfttsmelt« 

3e5es BSnb^en gel^eftei I TXlt., gefc^ma(h>oü gebunöen 1 im. 25 Pfg. 

mon5 f. o. tDeltalL 

ntosort f. iriufi!. 

tnünse. Die tttünse als ^iftorifc^es Denfntal fotDte t^re Bedeutung im 

HedjtS' unö IDirif4}aftsIeben. Von Dr. H. £ufc^in o. €bengreut^. Htii 

53 ab6i(6ungen im (Cc^t (Hr. 91.) 

Scfgt »ic m&iqcii als gcfcM^tUc^e Ü^er&Ieibfd ^r Dersangcnl^dt yn Auf^eüung 6cr tDirt« 
fd{aftli(^cn Suftanöc unö ocr Kec^tseiitridituiigeti früfKrer 3ehcn dienen, Me ocrf^ieöenen 
Arten uon Utünjen, fl}re Siigcren unö htneren mertmole fonHc i^re (^ertteüung werben in 
ififtarif^cr €nttDitflung dargelegt unb int anfd)lu| öoran IRftnsfammlern be!jcr3i8ensoerte 
tDinh gegeben. 

muftl. «efi^i^te ber mufif. Don Dr. Srieörirfi Spiro. (Itr. 143.) 

<bibt in gtolen Sfigen eine fibtffldittkl)e finterft lebenöig gebaltene Daiftenung oon bat 
Cntoicflung oer ntuffl oont HItertnnt bis ;utr (Begemoart mit befonberer Berfitffiditigung tu 
ffibrenben perfönli^feiten unb ber großen Strömungen unb unter ftrenger Husf dl)eibüng aHes 
beffcn, sKts für bit (ttttmitiun% ber IRufi! o^ne Bebeutung nnir. 

€infü^rung in basIDefen berlKufü. Don Prof .C.R.{} cnnig. (Hr.HQ.) 

Die ^ier gegebene Aftbetü ber Conhmft unterfu^t bas IDefen bes lEones oIs eines Kunft* 
motcriols; fie prflfft bte llaiur bet Darftelbtngsmittd unb unterfuc^t bit (Pbiefte ber Dar> 
IteUung, fnbtm fie (utriegt, weld^e Jbttn im mufifalifd^en Knnftioerfe gemSft ber Xlatur bes tCon« 
materiales unb ber Darftellungsrnktel in ibealer ^ftattwtg 3ur Dorfteaung gebra^ 
oerben Kennen. 

Die ©runblagen ber (Eonfunft. Derf ud^ einer genetif Aen DarfteHung 

ber allgemeinen lllufifle^re. Don profeffcr Dr. Qeinr. Hietfc^. (Itr. 178.) 

3n IeiAtfa|Ii(i^er, feine 5a<^feinitniffe ooransfe%enber Dai^eÜung tont hier Derfaffer ein 
^ntoidiungsbilb ber KttfaaUfAen (Erf^einungen auf. €t erörtert 3unfid)(t btn Stoff ber 
tConlunft, bann feine Sotmm (RJ^qt^tl, ßarmonif, IDeiterbUbung bes rqi)t^nnfc^«4armomfdien 
IConftoffes), femer blU f^^li^ anfsei^nnng ber tEongebObe unb be^nbelt fd)Iie6Ii<l^ bie 
mufS als (Confprad^e, bamt fe jugleidt oad^ bie (Brunblagen einer ntufit&ft^cttt gebenb. 

Qatjbn, llloaort, Beet^ooen. Don profeffor Dr. C. Krebs. Blit 

vier Bilbniffen auf tEafelu. (llr. 92.) 

eine DarfteHung bts CnttvidbmasgatMCf mib ber Bebeutung eines feben ber bfci grofien 
Koatponiften ffir Me mutilgcf^i^te. Sic gibt mit nenigen, aber f^^rfen Striaen ein Bilb 
ber menfqli^en Per{dnlt<^ldt unb bes Hinftterlf^en tOefens ber brei Qeroen mit fieroorUbung 
beffcn, IMS ein febtr ans feiner 3ett gef^ft unb mta er aus eignem ^{njugeora^ t^ 

ntiitteiiprad^e« Cntfte^una unb ^nttoidlung unferer HTutterfprac^e. 
Don Profeffor Dr. tDilI|eIm U^I. WÜt 9itlen HbbilbungeK im (Teft unb 
auf tiafeln, fon>ie mit 1 Karte. (Itr. 84.) 

eine SttfammeRfoflnig ber €rgeb«l|fe ber torad^g d H rt Wenf^oftliai lontpinfialogif^ wie 
ber pbttologiff^-germaniftif^en 5Dtf<i)ung, bit Urfpntng unb (Drgon, Bau unb BUbuno, anberer« 
feits bit Qmptpeiioben ber CntsiiAung unferer IRtttterfpra^ jur DoffteOiing benigt 

Hltitl^olodie f. (ßermanen. 

Ha^nmatmittelf.Aao^olismus; Chemie; €rnS^rung; Qaus^alt; Kaffee. 

ttapoleott !• Don prii}atbo3ent Dr. IC^eobor Bitterauf. IMit einen 
Bilbnis Hapoleons. (llr. 195.) 

IDin anf Onnib ber neueften €rgebnine ber biftorifdjen 5orf^una llapoleon in feiner ge 
fdii^tlidien Bebingt^ oerftflnbliq ma^n, o^ne besbalb feine perfbntidje I)erantiDortIi<t|fei 
ZU leugnen unb jetgen, »ie i« ganzen feine Qenfdiaft als eine no^ bi ber heutigen Republi 
XDirlfome XDo^Iiat angefe^ »erben «üb* 

natfonaldlOttomle f. Hrbeiterf^u^; Beobllerungsle^re; Deutfc^Ianb; 
So5iaIe BfiDegungen; ^raucnbeoegung; $<l^iffa^; Dcrfi(^fniU0; IDcI^' 
^anbel; lDirt{4^aftsItbtn. 
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Hus ttaint nnb (Beiftesioett, 

3e6es Bfinb^en geheftet 1 IXtL, gefc^ntQcfoon ^^unben 1 lYT!. 25 Pfg. 

——————— III ■II I WIM^.I^— — — —ll III ■ I —————— —p—^»*—^»——^— —— 

tlatuvaHfitms f. Cebensanf^auungett 

ItatitYle^re. Die 6run5begriffe 6er moöernen Xlaiurle^te. Don Profeffor 
Dr. Seltf Htterba^. 2. Huftage. tlTit 79 S^guten int (Ccjt. (Itr. 40.) 

£ine sufammen^&ngenöe, ffir fcöen (Gebildeten i>erftSiiMi(!^e CnttDicflung ter in öer moöernen 
naturle^re eine allgemeine um eralte RoHe fpielenöen Begriffe Raum vmb Beneguna, Kraft 
unb nt<^e unö öie allgemeinen (Eigenfd)aften öer Qlaterie, arbeit, €nergie tmb «ttropie. 

It<ttittli>iffenf haften f. Hbfiaimnttngsle^te ; Hmeifen ; £l[tronoinie ; Befru<^« 
tungsoorgang; (Chemie; €r6e; Qau$i)alt; £id^t; ITleeresforf^ng; XYlenf^; 
IHoIefüte; Itoturle^re; Obftbmt; pflanjen; pianüon; Heligion; Stral^len; 
(Cierleben; IDalö; IDcltall; IDctlcr. 

neYDenfttflem« Dom Iteroenft^ftem, feinem Bau unb feinet Bebeuiung 
fflr £eib unb Seete im gefunben unb franfen 3uftanbe. Don Profeffor 
Dr. R. 3onber. ITlit 27 Siguren im lEeit. (Hr. 48.) 

(Erörtert öie Bebeutung ber nerodfen PorgSnge ffir ben Kdrper, bie (BeiftestStigfeit unb bas 
Seelenleben unb fu(^t nar3ulegenf unter »elqen Bebingungen Störungen ber nerodfen Bor« 
gfingc auftreten, nie fie ju bcfeitigen unb 3tt ocrmeiben finb. 

noY5ametifa f. Amerüa; ICe^nif^e Qot^fc^ulen. 

ItOY^bif^e Dieter f. 3bfen. 

0bftbcm. Der(Dbftbau. Don Dr. «rnft Doges. mit 13 ßbb. (Hr. 107.) 

WUl über bie »ijfenf^aftli^en unb tc^nif^en (brunblagen bcs (Dbftbaues, fowic feine 
naturgefd)id)te uno groge oolfsioirtf^aftliffie Bebeutung unterri^ten. 'Die <&efA{d)te bts 
(Dbftbaues. bas t^tn bes Obftbaumei, (Dbftbaumpficge unb (Dbftbaumfd^u^, bie »iffenfc^aft' 
lidie 0bfthinbe, bie Aft^etif bis (Dbftboues gelangen ^ur Be^anblung. 

<Dptif. Die opttf(^en 3nftrumente. Don Dr. Ht. Bon Ho^r. lUtt 84 Hb« 
bilbungen im (Ee^t. (ttr. 88.) 

(Bibt eine elementare BarfteOung ber 0|)ttfd^en Jnftrumentc na^ btn mobemen flnf^auungen, 
»obei meber bas Itltramilroftop no^ bie neuen Apparate tur milropQotogrop^ie mit 
ultraviolettem £i(^t (Rtonodiromate), meber bie Prismen« no^ bie Zielfernrohre , locber 
bie proieftionsapparatc no^ bie ftereoffopif(!^en Cntfernungsmeffer unb ber Stereo* 
lomparator fehlen. 



f. a. Hti!rof!op; Stereoffop. 



Ofiafien f. Kunft. 

pSbadOdil« ungemeine pSbagogü. Don Profeffor Dr. (C^. Siegler. 
2. Huflage. (Hr. 33.) 

Bef^anbelt bie oroften ^raaen ber BoRserjiefiung in praftif Aer, aügemeinoerftfinbli^er B7eife 
unb in JittI{^«f03UiIem (Seifte. Bie Stoede unb BTotioe ber (rrjie^ung, bas (Erjieliungsgef^äft 
fetbft, oeffen Organifation merben erörtert, bie oerfc^iebenen Sd^ulgattungen bargetteüt. 



f. a. Bilbungswefen; (Er3ie^ung; Stöbet; Qerbart; Qilfsf^utoefcn; 

3ugenbfürforge; Knaben^anbarbeit; IHäbc^enfc^ulej Hou|feau; S(i|uItDcfen. 

PttlSftina. Pal&ftina unb feine (bef^i^te. Std\s Dorträge Bon profeffor 
Dr. ß. 5reil}err Bon Soben. 2. Huflage. lUit 2 Karten unb 1 plan 
Bon j^ntfalem unb 6 Hnfi^ten bes fjeiligen Canbes. (Xtr. 6.) 

(Ein BUb, ni^t nur bis tanbts felbft; fonbem aad^ alles beffen, toas aus il)m ^eroor* o^er 
aber es Eingegangen ift im Caufe ber ja^r^unberte •— ein tDe^felvotles, farbenrei^es Bilö. 
in beffen Berfauf bie patriar^en Jfraels unb bie KreuBfa^rer, Baoib unb (T^rijtus, bie 
alten Hffi)rer unb bie Sd^aren nioI)ammebs einanber ablofen. 

Patentred^t f. (bemerbe. 
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Aus ttakat unb ^eiftcstüclt. 

3c6es Bfin^^en geheftet I lYtf., gefc^macfooll gebunben 1 TU!. 25 Pfg. 

Pflonsen. IDeröen unb üergc^en ber Pftanaen. Donprofeffor Dr. Paul 
(ßtfeoius. mit 24 ^Ibbtlbungen. (tlr. 173.) 

Be^anöelt in leid^tfaftH^er IDeife altes, mos uns aVLqtmtin an 6er pftan^t intereffiert, i^re 
äupete Cittmictlnng, tbren {nneren Bau, öie toidbtigften Cebensoorgange, wie ltal)rungsauf> 
nannte un6 Atmung, Blfl^n, Heifen.unö OenDeRen, gibt eine ubttffqt fiber öos Pflansen« 
zdq in Uneit uttö <Bcgenn)art unb unterriditet iiber Pflansenocrmel^rung vmb pflansen« 
3&d)tttng. Das Bfi<l^(etn fteUt fomit tint Hetne „Botanü bts prattif^ens Ccben" bar. 

■ Derme^rung unb Scjualitat bei bzn Pflanjen. Don prioot« 

bosent Dr. €rnft Küfter. lYtit 38 £lbbilbungen im ^e^. (Kr. 112.) 

<Bibt eine lUrje flbetfid)t fibcr bie mi^tiaften Sonnen bcr ocgetotioen Üerme^rung unb 
befd^fiftigt H<^ .einge^enb mit ber Sexualität ber Pftanjen, beren flberraf^enb oielfaqe unb 
mannigfaltige Hugcrungen, ihre groge Berbreitung im Bflansenreid^ unb i^re in allen 
€in3elqeiten ertennbare Überernftimmung mit ber Sejrualltfit ber (Eiere 3ttr BarfteUung gelangen. 

' ' Die Pflansentoelt bes ITtüroffops. Don Bürgerf^uüeljrer 
<E. Heufauf. ITlit 100 ßbbtlbungen unb 165 €in3e(bar(tenungen nad) 
Zeichnungen bes Derfaffeis. (tlr. 181.) 

IBai ouA bem UnfUnbigen einen Begriff geben oon bem f tounensmerten 5ormenrei^tum bes 
mifroffoptfd^en Pflanjenlebens, miu ben Blitt befonbers auf bie bem nnbenaffneten Auge 
DöUig oerborgenen <Erf(^einungsformen bes $d)önen lenfen, ober au^ bcn Urfaqen ber auf- 
foUenbenCebenserf^inungen na^jufragen leieren, nie enbli^ bemprottizer burA ausffi^rli^ere 
BefpreAung, namentli^ ber ffir bie 6arten» unb Canbvirtfd^aft »iicbtigen mitrofcopif(^en S^fib» 
linge bicnen. Um au^ 3u felbftfinbigem Bebba^ten unb 5orf4cn ansuregen, »erben bie 
milroflopif^en Unterfud)ungen unb bie Bef<!^affung geeigneten Utaterials befonbers beQanbdt. 

' Unfere oti^tigften Kulturpflansen. (Die 6etretbegtSfer.) Std\s 

Dortrage aus ber Pflan5en!unbe. Don profeffor Dr. K (btefen^agen. 
mit 38 S^d^ren im Zt^t. 2. Huflage. (itr. 10.) 

Bejubelt bie ftetreibepflansen unb ibren Anbau na^ botanif^en mie rulturgef<^{d|tl{<^en <Be* 
f i^tspunften, bamit 3uglelci{ in anf<l^aiui^fter 5orm allgemeine botanif ^e Xenntntffe oermittelnb. 

■ ' ■ f. a. Botanif; (Dbftbou; pianfton; (Cierleben. 

P^ilofopl^fe» Die, ber Gegenwart In Deutf<^Ianb. €ine (T^arafierifti! i^rer 
^auptri^tungen. Don profeffor Dr. (D. Kfilpe. 3. Huflage. (tlr. 41.) 

S^ilbert blt vier IJauBtri^tungen ber beutfAen Pf^ilofop^ie ber (Segentoart, ben pofftiois* 
mus, Utaterialismus, naturalismttsunb3bealismus, ni<bi nur im allgemeinen, fonbem aud) 
burÄ einge^enbere IDilrbigung einaelner ti}p{f<!^er Bertreter »ie Bto«^ unb Büljrtng, f)aedel, 
Itie^f^e, 5M|ner, Co|e, o. Qartmann unb IBunbt. 

■ Cinfü^rung in bie P^ilofop^ie. Se^s DortrSge ©on Profeffor 
Dr. Haoul Richter, (tlr. 155.) 

Bietet eine gemeinoerftfinblii^e BarfteUung ber p^ilofop^ifc^en Hauptprobleme unb ber 
Ri^tung i^rer Cdfung, insbefonbere bes Crtenntnisproblems unb nimmt babei yu btn Stanb» 
puntten bes Utaterialismus, Spiritualismus, (Cl)eismus unb Pantheismus Stellung, um 3um 
Sd}luffe bie religions* unb moralpQilofop^ifdien Sragen 3U beleud^ten. 

Die p^ilofop^ie. €infü^rung in bit tDiffenf(^oft, i^r tDcfcn unb 

i^re Probleme. Don Oberlehrer Qons Hici^ert. (tlr. 186.) 

tDill vor ollem als (Einführung in bie »iffenf^oftlid^e Bef^Sftigung mit btm Stubiun 
pi)ilofopbie bleuen, beren Stellung im mobcmen oeiftesleben beftimmenb in ber Bebanbl 
ber pf^uo^op^if^en Crunbprobleme, bes ber Crfenntnis, bes metop^pfifdien, bes et^iMfen 
äft^etifd^en Problems, bie Cöfungsoerfu^e gruppieren unb d(arafteriftercn, in bU titex 
bcr betreff enben ^rafl^n einfuljren, ju »eiterer Bertiefung anregen unb bie richtigen r 
3U i^r 3eigen. 



Sü^'f^wbe Dcnfer. ©cfdji^tli^e (Einleitung in bie P^ilofoj 

Don Profeffor Dr. 3onas (Eo^n. mit 6 Bilbniffen. (tlr. 176.) 

n>in burA <Befd|ld)te in bie P^ilofopbie einleiten, tnbem es oon fed^s grpften Benferv 
ffir bie PqUofopqie baucmb Bcbcutenoe I)eTaus3uarbcltcn fu4)t au» ber uBcricugung 
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aus ttattit unb iUelftestoelt. 

3e6cs BSnbc^ctt geheftet 1 Ulf., gefdjmacfooll gcbunöcn 1 Ktf. 25 Pfg. 

(ie p^flofopbie im £aafe i^ret Cntmitflung me^r als eine Summe oeifttei^er ClnfSüe 
^croorgebraqt ^at, unb öoft anöeretfeits aus 5er Kenntnis 6er perfdnu(^feiten am Beften 
5as üerftSnönis ffir ^re (Se&anfen 3U geminnen ift. So »eröen 6te ]d)ein6ar entlegenen 
unb Ie6ensfrem6en <Be5an!en ans 6er Seele ffi^ren6er, 6{e 6rei fru^t&arften Zeitalter in 6er 
6ef(^{^te oes p^ilofopf^f^en Denfens oertreten6er 6e{ftes^eI6en heraus in i^rer inneren^ 
lebenbigen Be6etttuna naqe 3U bringen gcjud|t, Sofrates un6 pioton, Descartes un6 Spinosa, 
Kant un6 SiS^tt in oiefem Sinne bc^anoelt. 

P^llofop^ie f. a. Buöbl^a; IjerBatt; Kant; Cebensanf^auungen; IlTenfc^en« 
leben; Houffeau; S^openl^auer; XDeItanfd)auung; XDeltproblem. 

P^i)ffl f. £i^t ; ntitroffop ; tllolelüle; Haturle^re; Optif ; Strahlen; tDätme. 

p]^i)f!ol09fe f. Htenf^. 

Plonftoiu Das Sügmaffer-pianfton. €infü^rung in öle freif^mebenbe 
(Drganisntenaelt unferer ^et^e, S^iiff^ unb S^ehtden. Von Dr. Otto 
5ac^attas. ITttt 49 abbtibungen. (ttr. 156.) 

<Bibt eine Anleitung vit Kenntnis 6er intereHanteften Dlanltonorganismen, fener mifro* 
ffopikb Reinen unb fiir 6ie <Ei:iften3 6er ^oberen Cebemefen un6 für 6ie Itaturgefd^ic^te 6er 
(BetDaffer fo nichtigen tTiere unb Pftanjen. Die totc^tigften 5ormen n>er6en oorgefu^rt unb 
6ie mer{n>ür6{gen £ebenst»erQäItm{ffe un6 «bebingungen biefer unfi(!^tbaren XDelt einfa^ unb 
bodi oielfeitig erörtert. 

Polavfovf^^uitd« Die Polarforfc^ung. (bef^i<^te ber CEntbechingsreifen 
5um Horb' unb Sübpol oon btn ftiteften Seiten bis 3ur (^egenioatt. Don 
profeffor Dr. Kurt Qaffert. 2., umgearbeitete unb erweiterte Auflage, 
mit 6 Karten auf 2 (Eafcln. (llr. 38.) 




unb antarltif(^er 5orfd)ung werben bie polarreifen felbft oon 6en filteften Seiten bis jur 
ibegenmart gefc^ilbert unter befonbcrer Berüdft^tigung ber topograp^if(^en Crgebniffc 

Poimf f. (Englanb ; (befdtidite. 

Pompefir eine I^cneniftifdje Stabt in Italien. Don Qofrat profeffor Dr. 
5r. o. Du^n. lUit 62 Hbbilbungen int ^e|t unb auf 1 (Cafei. (tlr. 114.) 

Sud)i, 6urcE) 3aI)Irett^e HbbObungen unterftütit an 6em befonbers greifbaren Beifpidpompeiis 
bie UJbertragung ber grie<I)if(!^en Kultur unb Kunft na^ 3talien, f^t tDerben jur n)elflultttr 
unb n>eltfunft oerftfinbU^ 3U mad)en, »obei bie IJouptp^fen ber (Entioitflung pompefis, 
immer im ßtnblicE auf bie geftaltenbe Bebeutung, bit gerabe ber f^ellettismus für tie Hus* 
bilbung ber Siübt, i^rer Cebenss unb Kunftformen gelobt I)at, 3ur DarfteKung gelangen. 

Poft. Das Dofttoefen, feine (Entn^itfetung unb Bebeutung. Don poftrat 
3. Bruns. (Hr. 165.) 

S(!^{Ibert immer unter befonberer Berfi({fi(E|tigung ber gefd^ic^tliAen Cntmifluna bie poft 
als Staatsoerle^rsanftalt, i^re Organifation unb ti)ren tDtrfungstrefSr bas TCarif> unb <Be> 
bübrcmoefen, bie Befdrberungsmitteti ben Betriebsbienft, bm n>eltpofti>erein, fomie bie beutfi^e 
: im 3n> unb Huslanb. 

t^ologie f. ntenfi^; nen)enfi)ftem; Seele. 

fli. ITlobeme Rec^tsprobleme. Don Prof. 3ofef Koljler. (Itr. 128.) 

anbelt na(!^ einem einleitenben abf^nitte Aber HeAtspl)iIojop^ie bie ml(!^tigften unb 
reffanteften Probleme ber mobemen He^tspflege, insbefonbere bit bes Strafred)t$, bes 
ifproseffesi bis (benoffenf^aftsre^ts, bes dtDilproseffes unb bts BSIferre^tes. 

f. a. (E^e; (5eu)erbe; miete. 
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Bus ttatwt unb Q^zlSHsvotli. 

3e6es Bönb^en gel^eftet 1 Iltl, gef^madood gebunbcn 1 Iltf. 25 Pfg. 

Helidion« Die (5runb3üge 6er israelittfc^en Heligionsgef^tc^te. Von 
Profcffor Dr. Jr. ©iefcbre^t. (Hr. 52.) 

S^ilöert, toie Israels Rdigion entfte&i, »ic fie 5ie nationale Sd|alc fprengt, um in btn 
Propheten 5ie Anfä^e einer ntcnfdi^eitsreXidion ausjubitöen, »ie ou^ 6iefe neue Heltgion 
fi(!^ oeipuppt in 5te 5onnen eines priefterftaats. 

— — — Heligion unb HaturtDtffenf^aft in Kampf unb Stieben. (Ein 
gef(^i^tli(^er Hüdblid von Dr. a. Pf annfudie. (ITr. 141.) 

WVa, bVLxdi gef AiAtlii^e PatfteHung b€t Bedienungen 6ei6er <Sebiete eine oorurteilsfreie Be» 
urteilung 6es beiß umftritfenen Problems ermSglit^en. ^tusge^enb oon 6er urfprünglit^en 
SinQeit von Religion unb Haturerfennen in den naturreligionen fAiföert 6er Üerfaffex bas 
(Enifte^en 5er Xtatunoiffenjö^aft in 6rie^enland unb 6er Heligion tn Israel, um bann tu. 
seigen, mie aus 6er Derfqtoifterung beibcr jene ergreifenben Konflifte enoa^fen^ 6ie f{q 
befonbers an bie Ranten oon Kopemitus unb Doroin Infipfen. 

— — Die rettgiöfen StrSntungen bcr $egentDart. Don Superintenbent 
D. a. I). Braaf^. (Itr. 66.) 

KDUl bie gegenwSrtige religidfe £age na^ i^ren bebeutfamen Seiten ^in baricgen unb i^r 
gefd)i^iliqes Oerft&nonis oermitteln : bie marfanten PerfSnlid^feiten un6 RiAtungen, 6ie bntä^ 
tDiffenf(!^aftIi^e ttn6 toirtf^afttid^e Cntioidlung geftellten Probleme, toie 6te <ngebttine 6er 
5orf^ung, 6er Ultramontanismus tote 6ie (^riftlic^e CiebestStigleÜ gelangen jur Be^anolung. 

f. a. Bibel; Budjgemerbe; Bubb^a; Cl^riftentuni ; (Germanen; 

Jefuiten; 3efus; Cutter. 

HembronM. Don profcffor Dr. poul S^ubring. ITlit einem Ititel- 
bilb unb 49 tlestab^btlbungen. (Hr. 158.) 

€iiie bur^ saMreic^e flbbilbungen unterftu^te lebensoolle SAilberung bes menfd)Ii^en unb 
fflnftlerifAen (Enttoidelungsganges Rembronots. 3ur Darfteuung gelangen feine perfdn« 
li^en SAtdfale bis 1642, bie Srfibjeit, bie 3eit bis 3U Saffios ICobe, bie RaAtmactte, 
Rembranots Derbfiltnis jur Bibel, bU Rabierungen, Urlunblidics fiber bie 3dt nao^ 1642, 
bte periobe bes tarbigen I)ell6unfel$, 6ie <Semal6e nad) 6er Rad)tiDa^e utt6 6ie Spöt^eit 
beigefügt fin6 6ie beiben öUeftcn Biographien Rembranbts. 

Hom. Die ftfinbifj^en unb fosiden Kämpfe in ber rdmifc^en Hepublif. 
Don Prioatbosent Dr. Ceo BIo^. (Hr. 22.) 

Benan6ett bie Sosialgef^iAte Roms, fooeit fie mit Rfidfi^t auf bie bie (Begemoart bewegenbeic 
5ragen oon ollgemetnem Jntereffe ifi 3nsbefonbere gelangen bie burA bie (Bro^at^iftellung 
Roms bebingte €ntftebung neuer fosialer UnterfAiebe, bie I^errfc^aft bes Hmtsabels unb bes 
Kapitals, auf ber anberen Seite eines grogftfibtifcinen Proletariats vxt Darfteilung, bie ein 
Ausblid auf bie Cofung ber parteilämpfe burc^ 6ie Rtonard^te befc^liegt. 

Houffeau. Donprof.Dr.pauIfjenfel. DTitlBilbniffeHouffeaus. (Rr.l80.) 

Diefe Parftettung Rouffeaus toill biejenigen Seiten ber Cebensarbeit bes grogen (Benfers ber« 
oor^eben, Q>«Ed)e für bie <£nttDi(!Iung bes beutf Aen 3bealismus bebeutungsoon getoefen finb, 
feine Be6eutung 6ar{n erlennen laffen, 6a6 er für (boet^e, Stiller, 8er6er, Kant, ^tti^te öie 
Jimimgfinglidie Üorausfe^ung bilbet 3n biefem Sinne uterben nacl^ einer hirjen C^aratter* 
ffiSje Rouffeaus bie (Bef^i^tsp^ilofopbfe, bie Reifitspl^ilofop^ie, bie (Bnie^ungsle^re, ber oon 
Rouffeau neugef^affene Roman unb bie Religionspliilofop^ie bargeftelit 

SSugltttg. Der Säugling, feine (Ernährung unb feine Pflege. Don Dr. 
tDalt^er Kaupe. mit 17 tCejtabbilbungen. (Hr. 154.) 

tJDin ber fungen Rtutter o6cr Pflegerin in allen 5tagen, mit benen fie fi^ im Jntereffe 6es 
fteinen (Erbenbfirgers befd^afttgen muffen, 6en nötigen Rat erteilen. Huger 6er allgemeinen 
geiftigen un6 fdrperli(^en Pflege 6es Kin6diens tDir6 befonbers bie natürli^e ui^ fünftli^e 
€m5$rung bel^an6elt unb für alle biefe SSXLe jugleid) praltif<l^e Anleitung gegeben. 

Sd(^iffa^trt. Deutfc^e S(i|iffa!|rt unb Sc^iffa^rtspolitif ber (bcgenwart. 
Don profeffor Dr. K. ^^lieg. (Itr. 169.) 

Dcrfaffer oill »eiteren Krelfen eine genaue Kenntnis unferer Sdliffaljrt erf^liegen, inbem 
er in lei^t fagliAer unb 6o^ erfd)öpfen6er Darftellung einen allgemeinen Uberblid über 
6as gefamte beutjqe Sd)iffsmefen gibt mit befonberer 6erüdfid)tigung feiner gefdiid)tti<!^n 
(Enttoidlung unb feiner grogcn oolfsicirtfd}aftlf(f{cn Bebeutung. 
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BU9 ttoittt unb <Seiftesi»eIt. 

3e^es BSnb^en geheftet 1 Hl!., 9ef(^ma<fi>oa gebunöen 1 ITt!. 25 Pfg. 

Seiner. Don pcofeffor Dr. (Efj. 3icgler. lUit öcm Bilbnis SdiUIers 
Don Kügelgen in l^eliograoäte. (Hr. 74.) 

6e5aAt als eine €inffi^rung in bas Derftänönis von SAillcrs tVeröegang mb Wttttn, 
be^anodt büs BfiAIcin vor aütm Me Dramen S^tQcrs uno fein Ceben, öaneben aber auc^ 
einzelne feiner Inrif<^en (fieöid^tc un5 öie biftorifd^en unt öie p^ilofop^ifdien Studien oU ein 
»iqtiges ftlteb in 6cr Keite feiner (EnttDi<nun9. 

$^9it^eit f. ®t)mnafa!. 

S^opeultaiier. Seine Perf5nli(^!eit, feine ttlixe, feine BthtuivinQ. St^$ 
Dorträge o. 0ber(e^rer Q. Ritsert, mit 6. Btlönis S^openl^auers. (llr. 81.) 

Unitrri^tet fibcr S^openJ^oucr in feinem tDerben, feinen lOerEe» unb beten 5ort»irfen, in 
feiner Mtorlf<^ BcbinaU^eit unb feiner bleibenben Bebeutung, inbem es eine grilnbHd)e 
€inffi^rung in bie $(i)riften Sdbopenf^auers unb mqltidi einen jufammenfaffenben Uberblid 
über bas ^anyt feines «^ilofopQiid^en Sqftents flibt 

S^rlfhoefen. S^rift« unb Buc^toefen in alter unb neuer 3eit. Bon 
Profeffor Dr. (D. BJeife. 2. Auflege, mit 37 a^bilöungen. (Itr.4.) 

Derfolgt burA me^r als oier 3a^rtaufcnbe Sd^rift«, Brief» unb Seiiungswefcnr Bud)QanbcI 
un^ Hibliot^efen; vir ^ren oon ben Bibliotl^efen ber Bobqlonicr, von bin ScitnnQen im 
alten Rom, oor aUtm aber oon ber gro|arÜgen Cnttsidbing, bie »Schrift« unb Bu^tDefen" in 
ber nctteften 3eit, insbefonbere feit Crfinbung ber Bui^brutfertunft genommen ^oben. 



f. a. Bud^geioerBe. 



S^ul^tidiene. Bon prii^at&osent Dr. £eo Burgerftein. mit einem 
Bilönis unb 33 Siguren im tCejt. (Hr. 96.) 

Bietet eine auf ben Sorfd^ungen unb Erfahrungen in btn oerf^icbenften XuIturlSnbem berul}<nbc 
Darftelhing, bie ebenfo bit {)i)giene bcs Unterri^ts unb S^uUebens nie jene bes Qoufes, 
bie im Sufammen^an'g mit ber S^bidc ftebenben mobemen materiellen tPo^lfabrtsein- 
ri<^tungen, enbli<^ bie ^i)gienifi!^e uittcn0€i(ling bei Juqtnb, bie Qifgiene bcs tc^rers 
unb bie S^Iorstfrage bel^anbeU. 

S^ulioefen. <5ef(&i^te bes betitfd|en S^ulmefens. Bon Ofontealf^ul- 
bireetor Dr. K. Knabe, (ttr. 85.) 

Stent bie Cntoidlung bes beutf&en Sd^uloefens in feinen Qauptperioben bar uiib bringt fb 
bie dnf&ngc bcs beutf Aen $(^tt>efens, Sd^olaftil, Humanismus» Heformation, (Gegenreformation, 
neue Bilbungsjiele, Pietismus, p^ilant^frwismus, aufflftrung, neubumanismus, priißip ber 
oHfeitigen fiusbilbung vermittels einer Onftolt, (tcilung ber Aroeit unb btn natfonalen 
Humanismus ber Gegenwart 3ur DorftcOung. 

S^uR&mpfe ber ^egenmart. Borträge sum Kampf um bie 

Bolfsfd^ule in Preugen, gehalten in ber QttmboIbt>a!abemie in Berlin. 
Bon 3. Ztms. (Hr. 111.) 

Knoiip unb bo<!^ umfalfcnb fteUt ber Oerfaffer bie Probleme bar, um bie es fi^ bei ber 
Keorganifation ber PousfAuIc banbclt, beren Stellung yu Staat unb Kirdic» beren Hb^lnaig* 
feit oon Seitgeift unb Seitbebürfnijfcn, beren tDi^gleit far bie Hcrousgcftoltung emer 
DoUsfreunbUqen (befomttultur f^arf beleu^tct «ttom. 

Bolfsft^ule unb £e^rerbllbung ber Bereinigten Staaten in i^ren 



Ijeroortretenben Sfigen. Heifeeinbrflde. BonBireltorDr. Sran^Kui^pers. 
mit 48 HbbUbungen im tCe^t unb einem tEitelbUb. (Hr. 150.) 

S^ilbert anf^auti^ bas S(^uln>efen oom Kinbergarten bis 3ur QodifAule, fiberoll bos 
IPefertttic^e ber ameritantf^en Cr^ic^ungsneife (bU HtU Crjie^ung 3um teben, bas Q>eden 
bes Betatigunastrtebcs. bas ßinbr&ngen auf proHifd^ Denoertung vi\m.) I)eroor()ebenb unb 
unter bcm (Befi^tspunne ber Beobachtungen an unfertr fAuIaitlaffenen 3ugenb in ben $qxU 
bilbungsfdiulen yum OergIei<^ mit ber |)etmiicl)en Untcrri^tsveife anregenb. 

f. a. BUbttng$»€fen; Sröbel; Qilf$fd)ulwefen; Qo^f(^ttle«; Jugenb« 

fftxforge; mftb<i^enf^u(e; p&bogogi!. 



£iU9 Hotuv Utt6 iSeiftestoeli. 

3e5cs Bänö^cn ge^icftct 1 Ulf., gcfc^macfDoII gebunöen 1 IHf. 25 Pfg. 

$eefrieg f. Kdegsniefen. 

Seele f. IKenf^. 

Sl^afefpeate unb feine Seit. Don profeffor Dr. (Ernfi Step er. 
mit 3 lEafeln un6 3 ^ejtbilöern. (Hr. 185.) 

(Eine »CinfQ^vung in S^afefpeare", 6{e ein tieferes Derftfin6n{s feiner IDetfe ausser Kenntnis 
5er Seitoer^ältnine, n>ie bts Cebens öes Dici)ters gewinnen lauen oill, 6ie (Chronologie 5er 
Dramen feftsufteuen, 6ie Derfd)ie5enen Perioöen feines bii^tenfd^en S^affens ju <l^ara!teti* 
fieren uno fo 3U einer 6efamttDflr6igung S^alef|)eares, 5er (Eigenart un5 et^ifd)en tOirtung 
feiner Dramen 3U gelangen \uä^t 

Sinnesleben f. nXenf^. 

Soslale Betoeiinnden. Sosiale Betoegungen UTt5 tE^eonen bis 3ur 
moöernen Hrbeiterberoegung. Don Profeffor Dr. <5.IUoi er. 3,HufL (Ilr. 2.) 

Jn einer gef^ic^tlicben Betra^tung, öie mit öen altorientalifAen Kultsirpdllem beginnt, 
loeröen an 6en ya>n gro|en iDirtf^Qoftlit^en $d)riftcn piatos öle tPirifdtaft 5er (^ried^en, 
an 5er (Bracii^if^en Bewegung 5ie 5er Römer beleuAtet, ferner 5ie Utopie 5^ TT^ontos tRorus« 
an5ererfeits 5er Bauernfrieg be^an5elt; 5ie Beftrebungen (Colberts un5 5as tlterfantilf^ftem, 
5ie p^i}tiofraten un5 5ie erften n>{ffenfd)aftli(&en Staatsioirtfdiaftslefirer getDür5igt un5 ilber 
5ie (Entft^ung 5e$ So3iali$mu$ un5 5ie Anfange 5er neueren f)an5els', öoH* un5 Petfe^rs* 
politif aufgeflart 



f. a. flrbeiterf(!)U^ ; S^auenbetDcgutig. 



Spiele f. mat^etnatif. 

Spta^t f. inutterfpra(^e; Stimme. 

St86teii>e|en. Die Stäöie. (beograpl^ift^ betrautet. Don profeffor 
Dr. Kurt ^affert. lllit 21 Hbbilöungen. (Hr. 163.) 

Bel|an5elt als Berfud^ einer allgemeinen ^eograp^ie 5er $t55te einen 5er oiditigften Ab« 
fdinitte 5er Sie5lungsfun6e, erörtert öie Itrfac^e öes (Entfte^ens, U)a(i{fens unö Dergel^ens 
5er Stööte, (i)araftcrt|tert i^re lanötoirtfAaftliAe nnb X>er!e^rS'Be5eutung als 6runölage öer 
(brogftaötbilöung unö {d)il5ert öas Stäötebiiö als geograpl^ifc^e (Erf^einung. 

■ Deutf(i)e StSöte iin5 Bürger im lUittelalter. Don profeffor Dr. 

B. {}eil. 2. Auflage. Hiit sa^Ireic^en flbbilöungen im tCejt un6 auf 

1 Doppeltafel. (ITr. 43.) 

Stent öie gefdii^tltd{e €ntiDidlung öor, fd)il5ert öie Q)irtf(Qaftlid)en, fo^iolen unö ftaatsre^t* 
tid^en Der^ältniffe unö gibt ein jufammcnfaffenöcs Bilö oon öer mtgeren (Erf^einung unö 
öcm inneren Ceben öer öeutfd)en Stööte. 

■ fjiftorif(!^e Stabtebilber ous FjoHanb unb Itleberöeutfdjlttnb. Dortroge 

gef)alten bei 5er (Dberfd}ulbel}ör6e in E^amburg. Don Hegierungs'Baumeifter 
flibert (Erbe. ITIit 59 Hbbilbungen. (Hr. 117.) 

XDill öem als 3ei(ben loadifenöen KunftoerftSnöniffes ju begrfigenöen Sinn für öie Reije öer 
alten malerifd^en ^töötebilöer öur^ eine mit Abbildungen rei(^ unterftü^te S^ilöerung ' 
fo eigenartigen unö oielfaii)en I)errli(i|leit Alt'I}onanös nie ItieöeröeutfÄlanös, ferner Dan 
£Ubeds, Bremens unö {^amburgs ui^t nur oom rein lilnftlerif^enf fonöem auc^ oom <u 
gefd)ic^tlid)en Stanöpunft aus entgegcntommen. 

— Kulturbilber aus griec^ifc^en StäMen. Don 0berIel|rer Dr. (E. 
Siebartig. lUit 22 flbbilöungen im tCejt unö auf 1. tCafel. (Itr. i; 

Sudit ein anfAauli(^es Bilö 3U entwerfen oon öem Ausfegen einer altgrieAif Aen Staöt 
pon öem ftdötifdten Ceben in il)r, auf (Bruno öer Ausgrabungen unö öer infd^rifaidjcn I 
maier; öie altgriei^ifdien BergftÖöte tÜ)«xa, pergamon, pricne, milet, öer (Tempel oon Diö 
Wixbiti gefd)ilöert. staötpläne unö Abb Übungen fu^en öie einseinen Stfiötebttöer 3u erlflu 
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Bios ttatur unb (Beiftcstoelt. 

3eöes B&nb^en geheftet 1 lUf., gefd^madcoll geBunben 1 Zttf. 25 Pfg. 

Stereoflop« Das Steteoffop unb feine Hnioenbungen. Don profeffor 
(E^. QarttDtg. Vfixt 40 Hbbilöungen im (Ee|i unb 19 ftereof!opif(^en 
tafeln. (Hr. 135.) 

Be^anöelt Me oerf^leöenen €rf Aeiitungcn un6 praftif^en flnmeitöungen 6er Sttreoffopie, fns« 
befonöere 6ie ftereoffoptfcden Qtmmelspbotograp^iett, Me ftereofloptfd^e Darftenuna mifro« 
ffopif^er Obfette, tos Stereoftop als meBinftrutnent unb Me Bedeutung unb Rmoenoung öes 
Stereofompaxaiors, insbefonbere in ht^ug ouf p^otO0rammetrif<^e tnejlungen. Beigegeben 
find 19 ftereofiopifd^e ITafelii 



f. a. (Dpiü. 



Stimme^ bie ntenfd^Iid^e, unb t^re Qt)giene. Sieben ooI!stümIi(i)e üor« 
lefungen. Don Profeffor Dr. p. (Berber. ITtit 20 Hbbilbungen. (llr. 136.) 

XlaSi ben nottDenbigften (Erörterungen fiber bas Suftanbelommen unb über bie tCatur ber 
Hone »irb ber Ke^Ifopf bes mcnfd^en, fein Bau, feine Derri^tungen mib feine 5unftion als 
mufifalif^es 3nftrument bebonbelt; bann werben bie (Befana» unb bie Spre({}ft{mme, il^re 
Ausbilbung, ibre 5ebler unb (Erfranhingen, fovie beren Oer^fiiung unb Be^anblung, ins« 
befonbere €rlaltungsfranl^eiten, bie profefffonctle Sttmmfd^tDSd^e , ber 3I{oI)oIeinfIuB unb 
bie Hb^Srtung erörtert. 

Stral^Ien. Sichtbare unb unfi(^tbare Stral^Ien. Don Profeffor Dr. H. Born« 
ftein unb Profeffor Dr. ID. Dlardmalb. lUit 82 Hbbilbungen. (ttr. 64.) 

S(^ilbert bie oerfi^iebenen Arten ber $tra1)Ien, barunter bie Kati}oben« unb Röntgenftrablen, 
bie Qer^fd)en tDdlen, bie Stral^Iungen ber rabioaftioen Körper (Uran unb Rabiunt) nad| tprer 
Cntftel^ung unb tDirf ungsmeife, unter Darftenuhg ber d^araf teriftifd^en DorgSnge ber $tral)lung. 



f. a. £i(^t. 



$li6ii>a{fey«p(an!ton f. pianfton. 

XEe^nlf. Rm faufenben IDebftu^I ber 3eit. Überfielt über bie tOirfungen 
ber (tntwxdlung ber tlaturmiffenf^aften unb ber (Ced^ni! auf bas gefamte 
Kulturleben. Don ©clj. Hegierungsrat Profeffor. Dr. TD. Caun^arbt. 
2. flufloge. Ittit 16 flbbilbungen im tüejt unb auf 5 tEafeln. (Hr. 23). 

^n geiftreiiber RüdbUd ouf bit Cnttoictlung ber Ilaturoiffenfdiaften unb ber tCedinif, ber 
bie IDelttDunoer unferer 3ctt oerbanft n>erben. 

f. 0. Hutomobil; Beleu^tungsarten; Dampf; ^ifenbo^ncn; (Eifcn- 

^üttentoefen; ÄleftroteAnü; Sunfentelegrap^ie; Jjebeseuge; 3ngenieurte^nif; 
Dletaüe; Dlifroffop; pflanjen; Poft; Re^tsf(i|u%; Stercoffop; (Ccdinifc^e 
Qodifd^ulen; tCelegrapIjie; tDönne!raftmaf(!^tnen. 

^e^nolodle, ^etnifc^c, f. Pflansen. 

XTee f. Kaffee. 

ITeledtap^ic. Die tTelegrapI^te in i^rer (Entn)i(!Iung unb Bebcutung. Don 
Poftrat 3. Bruns. Dtit 4 Siguren im €ejt. (ITr. 183.) 

t auf ber (brunblage ctnge^enber prattifdier ICenntnis ber einfAISgigen üerl^filtniffe einen 
*Ud in bas für bie heutige Kultur, fo bebeutungsuolte (bebtet ber tielegrapl^ie unb feine 
artigen Sortf^rttte. tta^ einem Uberblict fiber bie (Entu)i((Iung biefes Ilaqric^tenmefens 
feinen afuftifd}en unb opt{f(^en Anf&ngen »erben ^unäc^ft bie internationalen unb 
malen re(^tU(^cn, banad^ bit te<!^nif<i)en (brunblagen (Stromquellen, Ccitungen, Apparate le.) 
nbelt, fobann biz Organifation bes 5ernfpred)n>efens, bit Unterfeefabel, bit großen feft> 
if^en tTelegrapl^enlinien unb bie ein3clnen Sioeige bes delegrapljen' unb ^ernfpred}* 
tebsbienftes erörtert. 

— f. a. 5un!entetcgrapl)ie. 

eo(O0ie f. Bibel; (Tljriftentum; 3cfus; Cutter; palaftina; Hcligion. 
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Uns ttatut nnb •«tflMw^lt 

3eba Ban64tn sc^eftet I im, gefdjmacfoon %thunb€n 1 im 2S Pfg. 

tEierltifrtti. Cierfunbe. €ine (Einfa^ntitg im öi« Sooleoie. Don ptioat« 
öosent ]>r. Huti Hennings, nttt 34 Hbbilöttngen. (fix. 142.) 

Wfü Ht Ciitb«ftl{^fett bcs 0(famtfn Hierreie^ ^m Austewt Mngcii, Beoegtmg HRft Crap* 
finöuiM, StoffiDe(^fcl luift Sorl^flaiMing als Me qarctfterifietfiiöCH Cigcnf&ofteit oUei Ciere 
oarfteuen uitö fobätm Me CStigf eit ««s tDerld^cf oas fcfitcm Bm »crftSiibua mad^iif oobei 
6cr SAaMXBUBQ bet Dazftdluna auf Mc Cebcnswdfe ^ Ciere gHcgt ift So «Nrbeii ita^ 
etnemPergia<& 6er ted ItetumlAc Me Bcttan6teac öc$ tierif^en XSriMCs MonMft, foöaim 
cht ubtwiid aber öie fielen ^rofien Kreife be$ Qiierrdd^cs geg^n, fetiter Bcvcgioig ttn^ 



BeiDcgungsorgaitc, Aufentfioltsort, Bcou^fein unft Cmpftn6«ng, Hcrocafi^flaH unö Sutnes« 
Organe, Stoffüe^fd, Sortpflanjimg vmb Cntwicniittg erörtert 

SiDiegefialt 6er <5ef^Ie(^t€t in hn OertD^ (Dimorpl^isTnus). Don 



Dr. 5rie6ri^ Knaucr. ITTit 37 Abbilöungctt. (Itr, 148.) 




htterejfatiten ^aUen fol^er ])erf(^ic6enf)eit soffd^eK atftmtc^en nnb XDeibAen, iDobei t>f^a<^ 
Me Brutf^flege in ber (Cienoelt itn5 6as Perqalten ber m&ntM^en ju öerfeCbeii erdrtert iDir6. 

CebensbeMngungen uitb Derbreitung 6er (Diere. Don profeffor 



Dr. 0tio Xltaas. ITlit Karten unö Hbbttöungen. (Hr. 139.) 

tOtti öos ücrbaitnis ber Cienoelt ytx Cefamt^ bes Cebens anf ber €rbe oerftAnbRisooa 
a^nen, sctgt bte (Eienoelt als einen Seil bes organiMen Crbgonsen, bie ab^5ngiateit ber 
Verbreitung bts tCieres Ki<!^t nur oon beffen Cebensbebingungen, fonbern oudi t>on ber €rb* 
gefc^iil^te, ferner oon Ita^rung, Cenmeratur, Zi^t, Cuft, Seu^tigfeit unb Vegetation, oie 
von bem Eingreifen bes HtenfAen uro betrautet als Crg^nis an ber ßonb oon Karten bie 
geogra¥>]}il<!^e Cinteitung ber Ctermelt auf ber Crbe nai( befonberen Gebieten. 

Die (CiertDelt bes IHtfroffops (bie Urtiere). Don Prtoatbosent 



Dr. Ri^arb ®oIbfd|mibi mit 39 Rbbilbungen. (Hr. 160.) 

Bietet n«^ bem ^ntnbfa^, bat bie Kenntnis bts Cinfa^en gronblegenb 3um BerftSnbnis bcs 
Konfluierten ift, eine einffil^renbe DorfteOung bes tibtvs unb bts Baues ber Urtiere, biefes 
maroftepif A Iteinen, formcnreiAen, unenblidi yi|}{reici{en 6ef^Ied)tes ber (Cierodt unb (teilt 
ni^t nur eine anregenbe unb burd) AbbObimgen inftruIttDe Cettfire bor, fonbem oertnag 
namenfli^ oui!^ ju eigener Beoba^tung ber oufitigen mb intereffanten tlotfa^en oom Bau 
unb aus bem Ceben ber Urtiere ansuregen. 

Die Be^e^ungen ber tCiere sueinanber unb 3ur Pflansentoelt. Don 



Profeffor Dr. K. Kracpelin. (Hr. 79.) 

Stent in großen 3figen eine 5iUIe »ef&fcllcidger Bejie^ngen ber (Drganismen jucinonber 
bar. Familienleben unb Staatenbübuna oer tliere, mie bie intereffanten Bcsie^ungcn ber ([iere 
unb Pflanzen jueinanber merben gefij^ilbert 



f. a. Hmeife; UTenf^ unb (Tier; Pflanzen; pianfton. 



^onfunft f. mufü. 

tTul&etfuI^fe« Die tCuberhtlofe, i^r tDefen, i^re Derbreitung, Urfac^e, 
Der^ütung unb t^eilung. (Senteinfaglii^ bargeftellt oon 0berftabsarsi 
Dr. H). Sd) um bürg. nXit 1 tlafel unb 8 Siguren int ^t^t. (Hr. 47.) 



Sdiilöert na6 einem UberMiif Aber bie Verbreitung ber tCuberfuIofe bas U)e$en berfdbe 
beK^Sftigt fiq einge^enb mit bem tEuberlelbasinus, befpriAt bie Utagna^men, burd) bie nu 
i^n oon fi<4 feml^atten tarm, unb erörtert bie 5ragen oer Rettung ber ITubertulofe, oor aU< 



beK^Sftigt fiq einge^enb mit bem tEuberlelbasinus, befpriAt bie Utagna^men, burd) bie nu 
ibn oon fi<4 feml^atten tarm, unb erörtert bie 5ragen oer Rettung ber tTubi 
5te ^gienifij^'öiotetif^e Be^anblung in Sanatorien unb Cungen^ttftfitten. 

tluxntn f. (Bt}mnQfti!. 

Utttettl^tstDefen f. Bilbungstoefen; (Eraie^ung; Qilfsf^ulroefen; Qod, 
fc^ulen; Ulabd^enfdjule; pdbagogif; Sd)ul^i)giene; Sc^ulmefen. 

UtIHtatfsmus f. Cebensonf^auungen. 
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(tus Xtaiut nnb <5e!flestoeIt. 

3e5es Banbc^en gel^eftet 1 lU!., gefc^madooll gebunben I lUf. 25 Pfg. 

Devfaffund* 6run63üge 6er Derfaffung öes Deutfc^en Heldjes. Sec^s 
Uortrdge oon Profeffor Dr. (E. £oening. 2. Huflage. (Hr. 34.) 



Bea6fi&ti9i in gemettu)erft&n6Ud)er Sprod^e in bas Derfaffunqsredit öes Deutf^cn ReiAes 
einsufn^ren, foneit 6{c$ für feöen Deutfc^en erforberlid) ift, uno bm^ Huftoeifung bes du« 
(ammen^anges foiDie tor^ ge[d)i<&tltd)e Rüdtblide un6 Petgtei<!^e 6en riditigen Stan6puntt 



öes 3u» 

„. ^ , . i. . Detalci&e 6en rfÄtlaen St 

für tes Oerltfinonis ö» geltenoen Restes 3u gewinnen. 

— — f. a. Sfitftentum. 

üerle^vsentmidUiitd. Derfel/rsenttDtdlung in Deutfd|Ian5. 1800—1900. 
Dorttäge über Deutf(^Ian6$ €ifenba^nen unö BtnnentDafferftragen, i^re 
SnttDidlung unö Dertoaltung, fotoie i^re Bebeutung ffir öie qeuttge Dolfs* 
XDirtfdjaft ooit profeffor Dr. ID. £ot|. 2. Auflage, (xlr. 15.) 

(5i6t nac^ einer furjen Überfielt über 6le Qou|>tfortfd)ntte in 6en Derte^rsmitteln un5 öeren 
nirtfAaftlidtc IDirtungen eine <bef<!^ii!^te öes €ifenba$nii>efens, fd^Qöert öen heutigen Sianö 
öer (Eifenba^noerfaffung, öas <büter> unö öas Perfonentarifnefen, öie Reformoerfu^e unö öie 
Reformfrage, femer öie Beöeutung öer Binnenmafferftrofien unö enöU^ öie tDirtnngen öer 
moöemen Berfe^rsmittel. 

— f. a. Automobil; (Eifenba^nen; Junfenlelegrap^ie; Poft; Sd^iffa^rt; 
tEec^nü; (Celegrap^ie. 

Derfid^evunfi. 6runb3üge bes Derfi<!^,erungsmefen$. Don profeffor Dr. 
a. Dianes. (Hr. 105.) 

Be^anöeit fooo^I öie Stellung öer Derfid)crung im n>irtf^aftslebei^, öie Cntmidlung öer Der« 

{itl^erung, öie Organifotion i^rer Untcmel)mungsformcn,öen oeftl^aftsgang eines ]>erfi^crungs* 
>etriebs, öie Berfic^erungspoUtil, öa$ l>erfi<Iierungsoertragsreqt unö öie Derfi6erungsmiffen* 
f<^aft, (US öie einseinen oweige öer X)erfid)erung« n>ie Cebensverfic^erung, Unf auoerfid^erung, 
I}aftpfU^toerflcE|erung, tCransportoerfi^erung, ^eueroerfit^erung, Qogeloerfi^erttng, Pieli' 
oetli^rung, Heinere Öerfic^erungssoeige, Rfiaoerfti^erung. 



f. a. Arbeiterfc^u^. 



üoXfslieb. Das beutfc^e Doltslieb. Über IDefen unb XDerben bts beutf^en 
Doßsgefonges. DonPrioatbo5entDr.3.ID.Bruinier. 2.auflage. (Hr.?.) 



I^anöelt in fAmunoDoUer DarftcHung oom tDcfen nnb tDeröen öes öeutf^en DoUsgefanges, 
unterri^tet über öle öeutf^e Dodslieöerpflege in öet Gegenwart, über IDefcn unö urfpning 
öes öeutf^en Doüsgefanges, Stop unö Sptelmonn, <bef^i4te unö IRdri Ceben Unö Cieoc 



PoICsfc^uIe f. S^uIiDefen. 

DoQsItSimnc. Die beutfd^en Doüsftantme unb Canbf^aften. Don Prof. Dr. 
O.IDeife. S.Huflage. Dlit 29 Hbbilb. im tEe^i unb auf 15 (Eafeln. (Hr. 16.) 

S^ilöert, öurA eine gute Husoof)! oon Stfiöte-, Canöf^afts« unö anöeren Büöem unterftü^t, 
öie Eigenart oer öeutfc^en <Boue unö Stfimme, öie c^oralterijtii^^en €igentümli^leiten öer 
Canöfqaft, öen Cinflug äuföas TTemperament unb öie geifttge Hnlaae öer ntenf^en, öie 
Ceiftungcn lieroorragenöer Rlönner, Sitten unö <Sebr&ud)e, Sagen uno RlSrd^en, Bcfonöer« 
I}eiten In öet Sprache vmb Qouseinric^tung u. a. m. 

OoIUtoIrtfd^aftsIel^re f. Hmerifa; Hrbetterfc^u^; Beodüerungsle^re; 
Bu^geroerbe; Deutf<l^lanb; Stauenbemegung; 3<^3a1t; Sociale Betoegungen; 
Der!e^rsentmi(flung; Derfi^erung; XDirtjf^dftsgefc^i^te. 

Walb. Der beutf^e IDalb. Don profeffor Dr. f)ans Qausrat^. DIU 
15 (Eeirtabbilbungen unb 2 Karten. (Hr. 153.) 

Sd^löczt unter befonöerer Berüdfi^tigung öer gefc^i^tUAen CnttDitflung öie Cebcns« 
bcöingungcn unö öen Suftanö unferes öeutfd)en n^aiöes, öie Derioenöung feiner Crseugniffe, 
fooie feine günftige Cimoirtung auf Klima, SruAtbarfeit, SiAer^eit unö (Befunö^ett öes 
CoRÖes iwö crdrttrt «im SdjUtffe öie Pflege öes iPalöes unö Mc Aufgaben feiner Cigen* 
tflmer, ein Bfiä|Iein alfo für feöen tDoIöfreniiö. 
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Aus Itatur unb <5e{fiesn>elt. 

3e5es 3&nbditn ge!)eftet I Hit., gefc^madooU gebunöen 1 Xdl, 25 Pfg. 

tDorensei^ented^t f. (5etoerbe. 

tDSnne. Die £ebre von 6er tD&rme. (bentetnoerftdnölic^ öargeftellt von 

Profcffor Dr. R. Börnftein. mit 33 abbilbnngen Im (Cejt. (Rr. 172.) 

Bietet eine üare, teine et^e&IiAcn Dotfenntnijfe eKforöembc^ ade uorfommen6en (Ei^perimente 
in tDorten un6 oielfat^ 6urd) Seidinungen fqilbeniöe Darfteauna btt Satfa^en un6 <Befe4e 
6er U)SrmeIe&ie. So loeiöen Husöd^nung enofinnter Kdt|>er nnö (Lemperotunneffiing, U>Armc> 
nteffung, Wärmt» unb Kfilteauellen, u>Sxme als €ncrgieformr StJ^rndjcn unb (Erftarren, 
Sieben, t)er5am|)fen unö DerflflniS^t Der^alten be$ ZDonerbampfes in ber HtmofpQSte, 
Damp^ unb anbete XDSrmemafd)inen unb fd)liegli(^ Bewegung bei wärme be^anbdt 



(. a. Cremte. 



tD^Ytnefraftmafc^inen. Cinfül^rung in 5ie (Theorie unö btn Bau 5er 

neueren XD&mtefraftmafcfoinen (6a$maf^inen). Don Prof. Ric^arö Dater. 

2. Rttflage. Rlit 34 Hbbildungen. (Rr. 21.) 

IDiU unteren« wnb Oerftftnbnis für blt immer mistiger oerbcnbcn ibat», Petroleum* unb 
BensinmafAincn enoetfen. Uad^ einem cinleitenbcn iuf^nitte folgt eine turjc Befpre^ung 
ber oerf^icoenen Betriebsmittel, oie Ceucbtgas, Kroftgas ufm^ ber Piertatt« unb omeitaft» 
nirtung, moron H^ bann bas tDi(^tigftc uoer bie Bauarten ber ^as», Benzin«, Pctroteuni' 
unb Sptritusmafqlnen fotpie eine DorftcIIung bes XDftrmemotors patent Dicfel anfct|Iie|t 

Reuere $ortf^riite auf bem (Gebiete ber R)amtefraftniaf<l^inen. 



Don Profeffor Ric^arb Dater. Rlit 48 Hbbilbungen. (Rr. 86.) 

O^ne bcn Streit, ob »£o!omoBiIe ober Sauggasmof^ine*, »Dampfturbine ober 
iBroftgasmaf^ine*, enifAeibcn 3U moOen, bd^onbelt Perfaffer bie ein3elnen Utaf^en» 
gattungen mit Rfidfi<^t auf ihre Porteile unb Had^teile, mobei im ^n^eiten ICeil ber Perfu^ 
unternommen ift, eine mdgli^ft einfa^e unb le{(^ti)er|t&nbli(l^e Ctnfü^rung in bie tl^eorie 
unb ben Bau ber Pampfturbine 3U geben. 



f. a. Dampf. 



tOaffey f. (Chemie. 

tOeUoII. Der Bau b^ Weltdtts, Don Profeffor Dr. 3* Sd) einer. 

2. Huflage. Ritt 24 Slguren im (Teit unb auf einer Q:afeL (Rr. 24.) 

Stent na^ einer Belehrung über bie »irfliil^n Per^ältniffe i>on Kaum unb Seit im tPeltaU 
bar, nie bas tPeltaU Don ber €rbe aus enAeint, erörtert ben inneren Bau bes tPeltaUs, 
b. I). bie Struftur btx felbfifinbigen Qimmelsiorper unb f<)Iie|li(!^ bie 5rage über bie ftugete 
Konftitution ber 5{{fterniDeIt. 

f. a. flftronomie. 

tDeltaitfd^auttng. Die R)eltanf^auungen ber grogen p^ilofop^en ber 
Reujeit. Don Profeffor Dr. £. Buff e. 3. Ruflage. (Rr. 56.) 

XDitt mit bcn bebcutenbftcn (Erf^einungcn ber neueren p^ilofop^ie (efannt ma^^ unter 
BefArfinfung auf bie Parftellnng ber grogen naffifdien Si)ftcme, bie es crmbglicbt, bie be* 
I)errt^enben unb c^arafteriftifcben ^runbgebanlen eines [ebtn f^arf ^roussuarbeiten unb 
fo ein mdgli^ft flarcs <BefamtbtIb ber in l^m entgoltenen tPeltanfd^auung 3U entoetfen. 

f. a. Kant; Cebensanfc^auung ; lUenf einleben; p^ilofopljie; Rouffe«" • 

S^open^auer; XDeltproblem. 

tDeltat^er f. Rloleiüle. 

tDeUl^an6eI« (bef^i^te bts R)elt^ahbels. Don Oberlehrer Dr. F 
(beorg S^mibt. (Rr. 118.) 

(Eine 3ufammeitfaffenbe ÜberfiAt ber €ntmidelung bes Qanbels fu^rt oon bem HItertu 
über bas Ulittelatter, in bem Konftantinopel, feit ben Kreussflgen Italien unb PeutjAl 
ben IPeltoerle^r be^errf(^en, sur tleuseit, bie mit ber Auffinoung bes Secnegs nad^ 3n 
unb ber €ntbe(tung Ameritas beginnt unb bis 3ur €iegentoart, in ber auq ber beu 
Kaufmann nad( bem alten f^anfaioort ,me(n $tlb tfl bie Wtlt* btn gansen CrbboU er*' 
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Uns ttaiut unb (Beiftestoelt. 

3e6es BSnbc^en geheftet 1 VXt, 9ef<^mach)on gebunöen I IUI. 25 Pfg. 

tOeltproblem« Dos IDeltproblem oon |)ofiiu)ifÜfc^ent StanöpunÜe aus. 

Don priDatöosent Dr. 3. pe^olbt. (Hr. 133.) 

Sud)t 6te (Bef^iAte 6cs tta^öettfens fiber 6ic Wdk als eine jimtoolle (Befd^i&te 9on Jtrtflmern 
pfq^ologifd^ oer|t&n6It^ ju madien im Dienfte 6er mm Sdquppc, Utas uito aocnarius oer« 
tretenen Hnf^auuns, öag es leine Wdt an [i^, fon6exn nur ebic n^^t f&r uns gibt 3^re 
(Elemente find nid^t Htome oöer fonftige abfolute Srifien^en, fonöem Sarben*. tLonß, Drud', 
Kaum-, Seit* uf». Cmpfinbungen. tCro^öem aber finb oie Dinge nic^t bloft fubieftit», nidit 
blog Beougtfeinserfc^etnungen, vielmehr milfjen bie aus fenen Cmpfinbungen 3ufammen« 
gefeftten Beftanöteile unferer Umgebung forteitftierenb gebadet »erben « auc^ oenn oir fie 
nid^t me^r iDo^mebmen. 



f. a. p^ilofop^ie; XDeltanfc^auung. 



tOelttDirif^aft. Deutf(^Ianbs Stellung in 6er tDeItTDtttf<^aft. Don 
profeffor Dr. Paul Rxnbt (tlt. 179.) 

Wiü in bas ZDunbenoert menfcf)lid^en Sd^arffimtSf menfd^Iidbet (Bef AidIid)feÜ mtb menfd^Iid^er 
Kfibn^eit, bos bie tDeltmirtfdiaft barftdit, eiitf&bren, Inötm un|erc oirtfd^aftlid^en Beji^uhaen 
3um Ruslanbe bargefteHt, bie Urfad^n ber gegenoArttaen berporragenben StcÜung Deuli<^- 
lanbs in ber tPelttoirifd^aft crbrteri, bie Dortette um (befahren btefer Stellung eingebenb 
be^anbelt, unb enblid^ bie oielen oirtfdiafUid^en unb |H>littfdjeii Aufgaben fü^siert toerben, 
bie fi^ aus Deutfd^lonbs internationaler Stellung ergeben. 

VOciict» VOinb unb XDettet. 5ün| Dortröge über 5ie Grundlagen un5 

iDi(f)ttgeren Hufgaben ber ITteteoroIogte. Don profeffor Dr. £eon^. tPeber. 

mit 27 Siguren im tCe;t unb 3 (Cafein. (Itr. 55.) 

Sfbilbert bie Qiftorifd^en IPurjeln ber Uleteorologie, ibre pbpfifalif Aen 6runblagen unb if^re 
Beoeutung im gefamten iBebiete bes tDilfens, erörtert oie ^ptfAd^Iid^ften Aufgaben, bie bem 
ausübenben nteteorologen obliegen, oie bie praftif(3^e Anioenbung in ber tPetteroor^erfage. 

tDirtf^oftSdef^idtte. Die (Entmi^ung 5es beutf^en IDirtfc^aftsIebens 
im 19. 3a^r^unbert. Don Profeffor Dr. C. po^le. (Hr. 57.) 

®ibt in gebrSngter 5orm einen Überblid ilber bie geiooltige UmoSIsung, Me bie beutfc^e 
roIIsxDirtf<!^aft im legten 3a^r{}unbert burd^gemaAt Ifat: bie Umgeftaltung ber Canbmirtfi^aft; 
bie Zaat oon f)anbioerf unb I)ausinbuftrie; bie (tntfte^ung ber <Brobinbuftrie mit i^rcn Be« 
gleiterfqeinungen; Kartellbemeguna unb Arbeiterfrage; bie Umgeftaltung bes Periel^rsiDefens 
unb bie Oanblungen auf bem oebtete bes f}anbds. 

Deutfcbes XDirtfc^aftsleben. Auf geograp^if^er (brunblage gefc^ilbert 

Don Profeffor Dr. (C^r. (bruber. Heubearbeitet oon Dr. Qans Heinlein. 
2. Auflage. (Ilr. 42.) 

Beabfic^tigt, ein grflnblid)es Perftfinbnis ffir ben f{egl)aften Huffd^n>ung unjeres toirtk^aft* 
li^en Cebens feit ber U^ieberaufrid^tung bes Rei<!^s ^erbeisuffibren unb barjulegen, iniDtemeit 
fid^ probuftion unb Derfebrsbenegung auf bie natfirlid^en (bdegenfieiten, bie gcograp^if^en 
Porjüge unfercs Baterlanbes ftü^en fönnen unb in i^nen fi^er oerantert liegen. 

D}irtf^aftlid|e €rbfunbe. Don profefforDr.(E^r.(b ruber. (Ilr. 122.) 

IDin bie urfprfinglii^en 3ufammenl}änge smifciten ber natürli^^ Ausftattung ber einseinen 

£ftnber unb ber n)irtf^aftli<i^ Kraftaugerung i^rer Beool^ner dar maAcn unb bai Per« 

' " '>nis fflr bie n>al)re nta^tftellung ber einzelnen PbHer unb Staaten eröffnen. PastOelt* 

als fjod^ftrage bes tDettioirtfqaftsoerie^rs unb als Quelle ber DoHergröge, ^ bie 

»maffen als Scbauplati alles Kulturlebens unb ber U^eltprobuftion, — Curopa na^ feiner 

fii^aftsgeograpqifqen Beranlagung unb Bebeutung, — bie einseinen Kulturjtaaten nuii^ 

: n)irt|(^aftli(]^en (Entfaltung: au bies oirb in anfd|aulid|er unb grogsugigcr U)eife 

(efül)rt. 

— f. a. flmerilo; Deutf^lanb; €ifenba^nen; (Englanb; Sr^uenarbeit; 
jgrap^ie; ßanbiDerf; 3apan; Hom; S^iffa^rt; Sosiale Betoegungen; 
rfeljrsenttDialung. 

>0l09ie f. flmeifcn; tEtcrlebcn. 
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3e6es Bön6(i|en geheftet 1 Ilt!., gef^macteoU gebunden 1 ITI!. 25 Pfg. 



Banb»Xtt, 
Hbel, Chemie in Kfid^e un& Qaus . 76 
HbeUöotff , Das Huge .... 149 
A Irrens, IHat^ematifdie Spiele . .170 
HlfoIjoUstnus, 6., feine tDirfungen 

XL feine Belämpfung, 3 B6e. 103. 1 04. 145 
Hm 6t, Deutf(!^lan&$ Stellung in öer 

tPeltwlrtfdioft 179 

ßuerbad), Die (BcunöBegriffe öer 

mo6emen tlaturlel^re 40 

0. Bar6eleben, Hnatomie 6cs 

ntenfdien. 2 B6e 201. 202 

Baoind, llatüittd^e un6 iflnftUi^e 

Pflanscn un6 ttlerftoffe .... 187 
Bieö ermann, Die te^n. (Erümidt 

öer (Eifenial^nen öer ^egentoart . 144 
B i e r n a a i , Die moö. Qeüioiffenf d^aft 25 

Bitierauf, Xlq>oIeon 1 195 

Blau, Das Hutomobil 166 

B 1 (b , Die ftänöifd}en u. f03. Kämpfe 22 
Bio Am ann, Cuft, IDaffer, Cic^t unö 

tOarme 8 

— (^tunölogen öer Ctdtrote^nit . . 168 
Boe^mer, 3efuiten 49 

— Cutber im Ci^te öer neueren 
5orf<^ungen 113 

Bongaröt, Die tlaturtDtffenfd^aften 

im Qausbolt 2 Bftnö^en. 125. 126 
B n ^ f f , it\us u. feine Seitgenoff en 89 
Born[tein,Dte£e^reoonö.tP5rme 172 
Börntteinunölltardoalö, Si^t* 

boxe unö unficbtbare Strahlen . 64 
B r a a f c^ , Religidfe Strömungen . . 66 
Bruinier, Das oeutfd^e OoUslieö . 7 
Bruns, Die pojt 165 

— Die tCelegrap^ie 183 

Brüfd^, Die BeleuditungsarteH öer 

6egen2Dart 108 

Buf^geoerbe u. öie Kultur. (Dor* 

tr^e o. : Sode, fjermelinf , Kau^ f d{, 

IDaentig, tDitlozosfi unö tPuttfe) 182 
Bu(^ner, 8 Dorträge aus öer (Be« 

funö^eitsle^re 1 

Burgerftein, S&ul^i^giene ... 96 
Bfirfner, Kunftpflege inl^aus unö 

Qeimat 77 

B u f f e , U>eltanf d^ouungen öer großen 

?^tIofop^en 56 
n, 5ül^renöe Den!er 176 

Cran^, Hrit^metil unö Algebra . 120 
D a e n e H , (5ef c^i(^te öer Der. Staaten 

oon Amerifa 147 

o.D üb n,pompeii 114 

(E d ft e i n , Der Kampf jtoifdien Iltenf d) 

unö tLict 18 

€rbe, I}iftorifAe Staötebilöer aus 

Qollanö Uttb itieöeröentf^lanö .117 
5IfigeI, Qerbarts Ce^ren unö £eben 164 

5ran3, Der ntonö 90 

5red^, Aus öer Dorseit öer (Erbt . 61 
Sxtnitl, (Ernährung unö DoSs' 

na^rungsmittel 19 

5tieö, Die moö. STieöcnsbemegung 157 
(Beffden, Ans öer IPeröeseit öes 

a^Tiftetitums 54 



6en Htttoren. 

Banö'tlr. 
(Berber, Die menfc^li^e Stinttne . 136 
(BiefebreAt, Die <BrunÖ3fige öer 

ifraelittfdien ReligionsgefAtc^te . 52 
(Biefen^agen, Unfere »iqtigften 

Kulturpflansen 10 

(B i f e lu s , tDerö. u.Dergcb. ö. pflauj. 173 
(B 1 ö f (^ m i ö t , Die^ienoelt ö.inifrojI. 160 
<Brae|, Ci^t unö 5atbett .... 17 
(Braul, 0ftafiatif(^e Kunft. ... 87 
(Bruber, Deutfdbes IDirtf^aftsleben 42 

— tDirtf^aftlic^e (Erölunöe .... 122 
(Büntl^er, Das Seitalter öer €nt« 
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